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1. DYNAMIKA NIELINIOWA UKŁADÓW
Z TARCIEM SUCHYM
1.1. Wstp 
We współczesnym opisie połcze mechanicznych wiele uwagi powica 
si badaniu procesów zewntrznego tarcia suchego. Powszechne wystpowa-
nie tego zjawiska w technice i yciu codziennym wymusza potrzeb bada 
naukowych, jak te wzbogacania teorii dotyczcej wizów mechanicznych. 
Próby jakociowego wyjanienia tarcia za pomoc dokładnego opisu matema-
tycznego napotykaj na trudnoci zwizane ze złoonym kształtem po-
wierzchni styku, generacj ciepła i nierównowagowymi procesami zuywa-
nia. Problemy tego rodzaju nie wyczerpuj wszystkich zjawisk obserwowa-
nych na powierzchni przylegania, std te zrozumienie charakteru i poznanie 
mechanizmów im towarzyszcych ma priorytetowe znaczenie w badaniach 
niecigłych układów dynamicznych. 
W celu okrelenia właciwego modelu tarcia formułuje si odpowiednie 
równania matematyczne opisujce styk tarciowy, natomiast oszacowanie 
współczynników odbywa si na podstawie wyników bada otrzymanych pod-
czas pomiarów w układzie rzeczywistym. Metodyka prowadzonych analiz 
matematycznych, symulacji numerycznych lub eksperymentów dowiadczal-
nych moe mie rozmaity charakter. Stosuje si na przykład klasyczne prawa 
tarcia, gdy jego wpływ na dynamik obiektu jest niewielki, wykonuje próby 
dowiadczalne z jednoczesn weryfikacj modeli analitycznych, jak te dla 
rozpatrywanych par ciernych i warunków ruchu formułuje własne modele 
tarcia uwzgldniajc specyficzne warunki badanego układu. 
Ze wzgldu na rónorodno opisu i dynamik połcze tarciowych wy-
rónia si dwa podstawowe typy modeli tarcia: statyczne i dynamiczne. Sta-
tyczne modele tarcia podaje si w postaci zalenoci siły tarcia od prdkoci 
wzgldnej polizgu, natomiast modele dynamiczne sformułowane s w posta-
ci równa róniczkowych i opisuj tarcie podczas utwierdzenia elementów 
pary trcej, a wic wówczas, gdy zmierzona wzgldna prdko ruchu jest 
równa zeru. W pracy [35] dokonano obszernego przegldu obecnie stosowa-
nych charakterystyk tarcia z rozrónieniem na statyczne i dynamiczne modele 
tarcia. 
Wobec znaczcego postpu, jaki obserwuje si na gruncie komputero-
wych technik pomiarowo-obliczeniowych i zwizanych z nimi precyzyjnych 
technologii wytwarzania rola nauk podstawowych wzrasta. Wymogi dotycz-
ce polepszenia jakoci i sprawnoci urzdze mechanicznych wpływajce na 
wzrost szybkobienoci i zwikszenie precyzji wykonania okrelonych zada 
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ujawniaj potrzeb dokładnego modelowania zjawisk fizycznych wystpuj-
cych w układach dynamicznych. 
Obecny rozwój metod numerycznych i postp w dziedzinie szeroko roz-
winitej komputeryzacji pozwala na adekwatny wybór modelu fizycznego i 
matematycznego, a ponadto znane ju zjawiska wymagaj czsto powtórnego 
modelowania w oparciu o nowe osignicia nauk technicznych i moliwoci 
obliczeniowe komputerów. Opisane wyej aspekty i sposoby postpowania 
wyranie uwidaczniaj si podczas analizy tak złoonego zjawiska, jakim jest 
tarcie [1][9]. 
Tarcie stanowi obiekt zainteresowania wielu nauk technicznych, takich 
jak mechanika [76][118][123], trybologia [77][89][122][124], transport masy 
i ciepła [2][95][110], teoria sprystoci i plastycznoci, materiałoznawstwo 
[68][71][130], dynamika płynów [83], fizyka połcze midzyczsteczko-
wych, a nawet procesy fizyko-chemiczne [84][142], takie jak na przykład 
korozja [127] czy te praca materiałów trcych w rónych warunkach ro- 
dowiska z moliwoci zachodzenia reakcji chemicznych [72][88][125]. 
W ogólnoci, zjawisku tarcia towarzyszy m.in. powstawanie napre, zuy-
wanie si materiałów trcych i wydzielanie si ciepła. Zjawisko to naley 
obecnie do tych procesów towarzyszcych drganiom mechanicznym, które 
wymagaj bardzo precyzyjnego okrelenia matematycznego [13] [14] [19] 
[69] [87] [96] [113] [114] [133]. 
Zbudowanie ogólnego modelu tarcia z uwzgldnieniem wszystkich mo-
liwych procesów mu towarzyszcych jest bardzo trudne i by moe nawet 
niemoliwe, a ponadto nie wydaje si celowy, poniewa tylko niektóre z wy-
ej wymienionych procesów dominuj w konkretnym obiekcie bada. Trud-
noci zwizane z wytłumaczeniem wielu efektów towarzyszcych tarciu, po-
jawiajce si podczas konfrontacji teorii geometrycznych, molekularnych 
(adhezyjnych), mechaniczno-molekularnych i energetycznych z dowiadcze-
niem, skierowały uwag naukowców na potrzeb modelowania tarcia prosty-
mi układami dynamicznymi, nastawionymi na analiz poszczególnych proce-
sów powstałych w wyniku tarcia [89][139]. Kierujc si powyszymi prze-
słankami, wybrano w tej czci pracy tak metod modelowania tarcia, która 
polega na przyjciu wzgldnie prostego modelu z jednoczesnym zachowa-
niem istotnych procesów dynamicznych wystpujcych w typowym, hamul-
cowym układzie mechanicznym [108][126][141]. 
Rozmaity charakter tarcia obserwuje si w rzeczywistych układach dy-
namicznych. Dla wielu modeli nie jest konieczne uwzgldnienie zjawiska 
tarcia, aczkolwiek dua liczba układów opiera si na wykorzystaniu zjawiska 
tarcia i wówczas pominicie efektów wywołanych jego obecnoci nie jest 
moliwe. Dominujcy charakter tarcia ujawnia si w sprzgłach ciernych 
[1][89][108], w układach z napdem pasowym [97][109], jak równie w ukła-
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dach hamujcych, w których siła tarcia midzy bbnem bd tarcz koła jezd-
nego a szczkami hamulcowymi powoduje hamowanie pojazdu [81][111]. 
Sporód hamulców najwiksze zastosowanie znalazły te sporód nich, które 
montuje si w kołach jezdnych samochodów wyposaonych w pewien me-
chanizm hamujcy [108][112][126]. 
1.2. Model mechanizmu hamujcego 
Badaniu podlega układ mechaniczny pokazany schematycznie na rysunku 
1.1 [29][35]. Jest to uproszczona posta teoretycznego mechanizmu hamuj-
cego ze wzmocnieniem siły nacisku. Masa m pod wpływem siły tarcia T, wy-
wołanej ruchem pasa poruszajcego si ze stał prdkoci v, przemieszcza 
si w kierunku x działajc na spryn k1. Siła powstała w sprynie w skutek 
przemieszczenia si masy m, działa na rami ktownika powodujc jego obrót 
wzgldem punktu s o kt ϕ. W wyniku obrotu nastpuje cinicie spryny k2 
w kierunku y, a tym samym zwikszenie siły nacisku na pas. Wida zatem, e 
model jest tak zbudowany, aby siła tarcia T była zalena od siły wywieranej 
przez mas m na pas. Jeli siła pochodzca od spryny k1 jest wiksza od siły 
tarcia T, to dochodzi do utraty przyczepnoci oraz przesunicia masy m 
w kierunku −x. Spryna k1 rozciga si, ale  przy przekroczeniu swojej dłu-
goci swobodnej, siła od niej pochodzca wywołuje przesunicie pionowego 
ramienia ktownika w kierunku −x, z jednoczesnym obrotem ktownika 
w kierunku ϕ. Siła działajca na poziomym ramieniu ktownika powoduje 
rozcignicie spryny k2 i zmniejszenie siły nacisku działajcej na mas m. 
Sprzenie w opisanym układzie powtarza si w czasie całego procesu tarcia 
dotd, dopóki prdko liniowa pasa v jest róna od zera. 
 
Rys. 1.1. Teoretyczny model mechanizmu hamujcego 
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Istotnym mechanizmem wystpujcym podczas wzajemnego ruchu kloc-
ka o masie m i ktownika o masie M jest sprzenie przesuwu tego klocka 
z naciskiem normalnym wywieranym na pas. Model mechanizmu hamujcego 
ze wzmocnieniem siły hamujcej, który stanowi odpowiednik układu mode-
lowego (rys. 1.1) pokazano na rysunku 1.2. 
Rys. 1.2. Model mechanizmu hamujcego ze wzmocnieniem siły hamowania 
Kiedy element inicjujcy hamowanie wywołuje wstpny nacisk klocka 
hamulcowego na tarcz, wówczas powstaje siła tarcia pomidzy tymi elemen-
tami. Efektem tego jest przesunicie si klocka hamulcowego w kierunku x, a 
tym samym przesunicie, bd obrót elementu sprzgajcego, z równocze-
snym zwikszeniem siły nacisku, powodujc wzmocnienie hamowania. Kiedy 
nacisk wstpny ulega zmniejszeniu poprzez na przykład zwolnienie dwigni 
hamulca, to nastpuje zmniejszenie siły tarcia pomidzy okładzin klocka 
hamulcowego a tarcz hamulcow. Siła pochodzca od spryny odcigajcej 
k1 powoduje wtedy powrót klocka hamujcego do pozycji pierwotnej. Jak 
wida, sprzenie siły tarcia z sił nacisku na klocek hamujcy pełni rol 
wspomagania hamowania. W zwizku z tym sił nacisku na dwigni hamul-
ca samochodu w momencie hamowania mona znaczco zmniejszy. Opisane 
sprzenie mechaniczne jest realizowane w zasadzie za pomoc hydraulicz-
nego układu olejowego zasilanego pomp. 
Materiał okładziny klocka hamujcego posiada mał podatno i moe 
by zamodelowany poprzez pas przy załoeniu spełnienia pewnych warun-
ków dowiadczenia (rys. 1.1). Ponadto istnieje moliwo doboru materiałów, 
z jakich wykonane s tarcza hamulcowa i klocek. 
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Z przeprowadzonych rozwaa wynika, e istnieje podobiestwo w dzia-
łaniu układów dynamicznych pokazanych na rysunkach 1.1 i 1.2. W dalszej 
czci zaproponowano model tarcia odpowiadajcy w przyblieniu charakte-
rystyce rzeczywistego tarcia wystpujcego pomidzy okładzin szczki ha-
mulcowej a tarcz hamulca samochodowego (przy załoeniu tych samych 
materiałów). Pozwoli to na badanie efektów dynamicznych, zachodzcych 
przy współpracy powierzchni trcych. Przyjty sposób modelowania tarcia, 
uwzgldniajcy zaleno siły tarcia od prdkoci wzgldnej powierzchni 
współpracujcych elementów oraz od zmian siły normalnej, mona zastoso-
wa do badania zjawisk dynamicznych, wywołanych tarciem w układzie ha-
mujcym przedstawionym na rysunku 1.3. 
 
Rys. 1.3. Mechanizm hamulcowy bbnowy 
Mechanizm hamulcowy pokazany schematycznie na rysunku 1.3 wyst-
puje w szeroko stosowanym hamulcu bbnowym typu duo-servo (rys. 1.4). Po 
zainicjowaniu hamowania siłownikiem hydraulicznym układu hamulcowego, 
nastpuje rozsunicie klocków hamulcowych 1 i 2 z jednoczesnym docini-
ciem ich do wewntrznej powierzchni bbna. Na skutek pojawienia si sił 
tarcia T1 i T2 pomidzy okładzinami klocków a bbnem, nastpuje hamowanie 
koła jezdnego. 
Analizujc działanie mechanizmu pokazanego na rysunku 1.3 [36] do-
strzega si pewien typ sprzenia. Hamowaniu przeciwbienego klocka 1 
towarzysz na pocztku hamowania wiksze opory tarcia, podczas gdy wkład 
do siły hamujcej pochodzcej od współbienego klocka 2 jest mały. Jednak-
e poprzez łcznik układu sprzgajcego (na rysunku 1.1 funkcj t spełnia 
ktownik), nastpuje połczenie ruchu obwodowego klocków hamulcowych, 
a tym samym zwikszenie siły nacisku normalnego na wewntrzn po-
wierzchni bbna. W efekcie otrzymuje si, e stosunek wartoci sił hamuj-
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cych, wywieranych przez klocki hamulcowe 1 i 2, równy jest w przyblieniu 
2:4. Klocki hamulcowe s połczone za pomoc spryny pomocniczej w taki 
sposób, aby z chwil zwolnienia hamulca mogły powróci do połoenia pier-
wotnego.  
Rys. 1.4. Hamulec bbnowy duo-servo: 1 - siłownik hydrauliczny, 2 - szczki hamul-
cowe z okładzinami, 3 - element sprzgajcy (rys. 1.3), 4 - spryna pomocnicza dłu-
ga, 5 - spryna pomocnicza krótka, 6 - mechanizm hamulca rcznego, 7 - korpus 
Przytoczone rozwaania pokazuj, e układ samowzbudny z tarciem 
(rys. 1.1) oraz zmienn sił nacisku normalnego, moe stanowi punkt wyj-
cia do analizy zjawisk tarciowych obserwowanych w układach hamujcych. 
1.3. Równania ruchu dwuwymiarowego układu 
dynamicznego z tarciem suchym 
1.3.1. Rozkład sił i zmienne połoeniowe 
Na rysunku 1.5 pokazano schematycznie układ dynamiczny bdcy sym-
bolicznym odpowiednikiem mechanizmu hamujcego widocznego na rysunku 
1.4 [38][39]. Jedna z brył sztywnych o masie m drga na pasie w kierunku x, 
natomiast druga, o masowym momencie bezwładnoci J zamocowana jest 
przegubowo w punkcie s i wykonuje ruch obrotowy opisany ktem ϕ. Masa 
spoczywajca na pasie nazywana jest klockiem, natomiast masa wykonujca 
obroty wokół punktu s ktownikiem. Połczono je sprynami o liniowych 
współczynnikach podatnoci k2 i k3, przy czym dodatkowo klocek połczony 
jest z nieruchomym korpusem za pomoc spryny o liniowej podatnoci k1. 
Na ktownik działaj tylko siły pochodzce od spryn do niego zamocowa-
nych oraz nie ma w układzie innych tłumików mechanicznych. Dlatego te, 
 11 
swobodny ruch ktownika tłumiony jest m.in. przez opory powietrza i opory 
wystpujce w łoysku mocujcym ktownik w punkcie s, opisane parame-
trami tłumienia c1 i c2. Wykonujc pewne przyblienie pominito tłumienie 
zwizane z ruchem bryły o masie m. 
 
Rys. 1.5. Schemat przyjtego układu dynamicznego 
Przyjto, e kt obrotu ktownika ϕ  jest mały i zmienia si w zakresie ±5 
stopni, co powoduje, e mona go przedstawi z dobrym przyblieniem jako 
liniowe przemieszczenie ramion y = ϕr. Załoono ponadto, e pas zachowuje 
si jak ciało sztywne w strefie przylegania, tzn. nie odkształca si podczas 
ruchu z prdkoci vp pod wpływem sił poprzecznych i siły nacisku wywiera-
nej przez mas m. 
Wychodzc z zasady równowagi sił w układzie dwóch brył sztywnych 
połczonych ze sob za pomoc spryn i tłumików, wyprowadzono układ 
dwóch równa róniczkowych drugiego rzdu dany poniszym wzorem [32] 
 
( ) ( )
( ) ( )
1 2 1 2
2 3 1 2 2 1
( , ),
0,
w
r
mx k k x c x y k y T y v
J y k k y c c y k x c x
+ + + + + =
+ + + + + + =
  
  
 (2.1) 
w którym Jr = J/r2, J = m(a2 + b2)/3 oznacza masowy moment bezwładnoci 
ktownika, pw vxv −=   jest wzgldn prdkoci ruchu pomidzy mas m i 
pasem, natomiast pochodne obliczane s wzgldem czasu ,t  który wystpuje 
w równaniach w postaci niejawnej.  
Tłumienie drga pojawiajcych si w układzie modelowym wystpuje na 
przykładó w łoysku mocujcym ktownik bd te jest efektem oporów po-
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wietrza wywołanych ruchem obu brył układu. Jak pokazano na rysunku 1.5, 
a take na podstawie wprowadzonych oznacze, tłumienie ktownika opisane 
jest parametrami tłumienia wiskotycznego c1 i c2. Do najwikszego rozpro-
szenia energii dochodzi podczas samowzbudnych drga klocka spowodowa-
nych tarciem suchym. Efektem tego jest nieustanne wymuszanie drga 
ktownika, dlatego rozpatrujc tylko jeden okres drga klocka, tłumienie k-
townika ma nieznaczny wpływ na dynamik całego układu, a w tym na model 
tarcia. Std te, wykonujc pewne uproszczenie tłumienie to zostanie pomi-
nite w dalszych rozwaaniach. Sił tarcia T wystpujc w pierwszym rów-
naniu układu (1.1) okrela si w sposób opisany poniej. 
Maksymalna siła tarcia statycznego Ts opisana jest zalenoci 
0( ) ( ),sT y N yµ=  
w której 3 2( )N y mg k y c y= − −   oznacza całkowit sił nacisku, mg jest sił 
cikoci, wyraenie 3 2k y c y− −   opisuje dodatkow sił nacisku (rys. 1.5) 
zwizan z połoeniem ramion ktownika, natomiast µ0 jest statycznym 
współczynnikiem tarcia. 
 W analizie numerycznej zastosowano charakterystyk tarcia [34][137] 
dan wzorem 
,
v
)v(
w
w δ
µµ
+
=
1
0
 (2.2) 
w którym δ jest parametrem okrelajcym szybko malenia dynamicznego 
współczynnika tarcia wraz ze wzrostem prdkoci ruchu wzgldnego vw. 
Kinetyczn składow siły tarcia T oblicza si według zalenoci 
( ) ( ) ).y(Nvvsgn)v,y(T www µ−= (2.3) 
Siły tarcia statycznego pojawiaj si wtedy, gdy wzgldna prdko ru-
chu pomidzy elementami połczenia ciernego jest równa zeru. Uwzgldnia-
jc (1.2) we wzorze (1.3) otrzymuje si ogólne wyraenie na sił tarcia po-
midzy klockiem i pasem 
( ) 3 20
, dla 0,
sgn dla 0.
1
s w
w w
w
T T v
mg k y c yT v v
v
µ δ
≤ =
− −
= − ≠
+
 (2.4) 
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Równania (1.4) przedstawiaj pełn charakterystyk siły tarcia pomidzy 
powierzchniami trcymi rozpatrywanych elementów. 
1.3.2. Bezwymiarowa posta równa ruchu 
Do najwaniejszych zalet bezwymiarowej postaci równa róniczkowych 
opisujcych pewien układ fizyczny nale m.in. redukcja liczby parametrów 
modelu, a take przy odpowiednim wyborze parametrów bezwymiarowych 
moliwo uycia tych samych równa do analizy dynamiki układów mecha-
nicznych, elektrycznych, bd fizyko-chemicznych. Procedura sprowadzania 
równa róniczkowych zwyczajnych do postaci bezwymiarowej moe prze-
biega według poniszego schematu. 
Dzielc obie strony równa układu (1.1) przez wyraenie µ0mg (w rozpa-
trywanym układzie jest to stała warto siły tarcia statycznego bez uwzgld-
nienia dodatkowych obcie normalnych), otrzymuje si 
( ) ( ) ( )
( ) ( )
1 2 3 21 2
0
0 0 0 0
2 3 1 2 1 2
2
0 0 0 0 0
1
,
1
0.
w
k k mg k y c yc k
x x x y y
g mg mg mg mg v
k k c c c kJ y y y x x
mgr mg mg mg mg
µ
µ µ µ µ δ
µ µ µ µ µ
+
− −
+ + + + = −
+
+ +
+ + + + =

  
  
 (2.5) 
Przejcie do układu bezwymiarowego odbywa si na podstawie przekształ-
cenia 
,tωτ =  
w którym czsto własna układu drgajcego ( )1 2 /k k mω = + . Zgodnie 
z tymi podstawieniami zmienne dynamiczne x i y przejd w x~  i y~  o nastpu-
jcej postaci 
 , ,x x y yα α= =   (2.6) 
w których x~  i y~  s bezwymiarowymi zmiennymi przemieszczenia odpo-
wiednio klocka i ktownika, oraz α jest współczynnikiem przejcia do układu 
bezwymiarowego i wyraa si nastpujco 
 
2
0
.
k
mg
α
µ
=  (2.7) 
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 W liczniku ułamka we wzorze (1.7) wystpuje parametr k2, poniewa 
wyraa on sprysto wspóln dla obu mas rozpatrywanego układu. Wyko-
nujc transformacj pochodnych i stosujc odpowiednie podstawienia, znaj-
duje si pozostałe wyrazy wystpujce we wzorze (1.5) 
( )
( )
2 2
22 2
,
.
dx dx
x x
d d t
d x d x
x x
d d t
α
α
τ ω ω
α
α
τ ωω
= = =
= = =
 
 
(2.8) 
 W analogiczny sposób transformuje si kolejne pochodne zmiennej y. 
Pozostałe stałe modelu to 
( )
( ) ( )
1 2 0 0
1 2
0 1 2 1 2
, , ,
pv k k m mg c mg
v
mg k k m k k m
δµ µγ γ
µ
+
= = =
+ +
 (2.9) 
przy czym vx~vw −=   oznacza bezwymiarow prdkoci ruchu wzgldnego. 
 Uwzgldniajc wzory (1.6)÷(1.9) otrzymuje si poniszy zbiór parame-
trów przejcia do układu bezwymiarowego 
2
1
2
,
m
k
ω
α =
2
2 2
2
,
J
k r
ω
α =  1 21
2
,
k k
k
β +=  0 32
2
,
k
k
µβ = 2 33
2
,
k k
k
β +=  
1
1
2
,
c
k
ωη =  2 02
2
,
c
k
ωµη =  ( )1 23
2
.
c c
k
ωη +=  
Model tarcia ma zatem nastpujc posta: 
1
1( ) .
1w w
v
v
µ
γ
=
+
 
Ostatecznie, bezwymiarowy układ równa róniczkowych, opisujcy dy-
namik badanego układu mechanicznego o dwóch stopniach swobody z tar-
ciem, zapisuje si w postaci 
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( ) ( ) 2 21 1 1
1
2 3 3 1
1
sgn ,
1
0.
w
w
y y
x x x y y v
v
x y y x x
η β
α β η
γ
α η β η
− −
+ + + + = −
+
+ + + + =
       
      
 (2.10) 
Sprowadzenie układu równa (1.1) do postaci (1.10) pozwoliło zreduko-
wa liczb parametrów z 13 do 10. Kropki nad symbolami przemieszcze 
oznaczaj tutaj pochodn wzgldem czasu τ . 
Układ dany wzorem (1.10) zostanie sprowadzony do postaci czterech 
równa róniczkowych pierwszego rzdu. Dlatego, wobec nastpujcych 
podstawie 
 1 2 1 2, , , ,x x x x y y y y= = = =      (2.11) 
pierwsze dwie składowe wektora stanu x1 i x2 oznaczaj odpowiednio prze-
mieszczenie i prdko klocka, natomiast pozostałe y1 i y2 oznaczaj odpo-
wiednio przemieszczenie oraz prdko ramion ktownika. Stosujc podsta-
wienia (1.11) do równa (1.10) otrzymuje si 
 
( ) ( )
( )
1 2
2 1 2 2
2 1 1 1 2 2 1
1
1 2
2 3 1 3 2 1 1 2
2
,
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sgn ,
1
,
1
,
w
w
x x
y y
x x x y y v
v
y y
y y y x x
β ηβ η
α γ
β η η
α
=
 
− −
= − + + + +  + 
=
= − + + +




 (2.12) 
gdzie .vxvw −= 2  
Bezwymiarowy kład równa (1.12) jest autonomiczny i opisuje zacho-
wanie dynamiki klocka i ktownika w czterowymiarowej przestrzeni stanu. 
1.4. Metoda rozwizania numerycznego 
Układy dynamiczne z tarciem wymagaj szczególnego podejcia podczas 
całkowania równa ruchu je opisujcych. W równaniach tych wystpuj nie-
cigłoci, na przykład w postaci funkcji skokowej [34], std w celu otrzyma-
nia moliwie dokładnego rozwizania, stosuje si własne metody numerycz-
ne. Z powodu niecigłoci pola wektorowego wprowadzonej do układu przez 
funkcj skokow, moliwe jest wydłuenie czasu oblicze oraz pogorszenie 
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dokładnoci rozwizania w punktach osobliwych. Dlatego podczas analizy 
numerycznej, zastosowano w pracy kilkuetapow metoda Hénona [33][78] 
stosowan podczas całkowania niegładkich układów równa, a w tym ukła-
dów zawierajcych funkcje niecigłe. 
 Metoda bazuje na schemacie całkowania numerycznego Rungego-Kutty 
czwartego rzdu, przy czym osobne procedury stosuje si do znajdowania 
punktów trajektorii w czasie utwierdzenia oraz polizgu, rozgraniczajc je 
dodatkowo na polizg dla prdkoci malejcych i rosncych, oraz na tzw. faz 
utwierdzenia. Na kadym z wymienionych etapów przyjmuje si uprzednio 
przekształcone równania ruchu eliminujc z nich funkcj skokow wystpuj-
c we wzorze (14) na sił tarcia kinetycznego działajc na mas podczas 
drga. Obliczenia przebiegaj w sposób sekwencyjny z automatyczn korek-
cj kroku całkowania uniezaleniajc go w efekcie od zainicjowanej na wst-
pie wartoci pocztkowej. 
W dalszych rozwaaniach przyjmuje si bezwymiarowy układ równa 
róniczkowych dany wzorem (1.12), modelujcy zachowanie układu dyna-
micznego o dwóch stopniach swobody z tarciem. Jak ju wspomniano, układ 
ten jest autonomiczny i zawiera cztery zmienne stanu x1, x2, y1, y2 opisujce 
dynamik obu mas w rozpatrywanej przestrzeni. Pierwsze dwa równania 
układu (1.12) mona ogólnie przedstawi w postaci 
( ) ,x f x= (2.13) 
gdzie ,],[ 21 fff =  natomiast kropka oznacza pochodn wektora x = [x1, x2] 
wzgldem τ. 
 Jeeli ,0≤wv  to odpowiednio dla fazy polizgu i utwierdzenia 
( )
[ ]
2 1 2 2
1 2 1 1 1 2 2 1
1
2 2
11
, ,
1
,0 ,
w
y yf x x x y y
v
f x
β ηβ η
α γ
  
− −
= − + + + −	 
 
−	 
  
=
Jeli przyj, e h jest krokiem całkowania, oraz xi jest rozwiza-
niem na x w chwili τ = ih, to schemat całkowania układu (1.12) prze-
biega nastpujco 
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( )
( )
( )( )
1
1
4 3
1 1 2 3 4
,
, 2,3
2
,
2 .
6
i
j
j i
i
i i
k f x
hk
k f x j
k f x hk
h
x x k k k k
−
+
=
 
= + = 
 
= +
= + + + +
 (2.14) 
Jeli podczas fazy polizgu 2, 1ix v+ > , to ostatni iteracj odpowiadajc 
fazie polizgu powtarza si dla odwróconej, prawej strony równania (1.13) 
postaci 
 ( )
( )
( )
1 2
2 1 2 2
1 1 1 2 2 1
odw
1 2 1
1
2 1 2 2
1 1 1 2 2 1
1
1
, ,
1
1
w
w
x
y y
x x y y
vf x z
y y
x x y y
v
α
β ηβ η γ
α
β ηβ η
γ
− 
	 

− −
+ + + −	 

−	 

= 	 

−
	 

− −	 
+ + + −
	 

− 
 (2.15) 
w której z1 = [x1, τ], oraz x2 jest zmienn niezalen. W tym przypadku pro- 
cedura całkujca przebiega według schematu 
( )
( )
( )( ),2
6
,,
,3,2,
2
,
2
,,
4321
1
,11,1
31,11,2
odw
14
11
,1
1
,2
odw
1
,1,2
odw
11
kkkkhzz
khzhxfk
jkhzhxfk
zxfk
ii
ii
j
iij
ii
++++=
++=
=





++=
=
+
−
 
gdzie h1 = v−x2,i. Tym sposobem znajduje si przejcie pomidzy faz poli-
zgu i utwierdzenia, co umoliwia kontynuacj rozwizywania układu (1.13) 
według schematu (1.15). 
Jeli natomiast podczas fazy utwierdzenia x1,i+1 > 1, to obliczenia w po-
przednim kroku całkowania powtarzane s dla odwróconego równania odpo-
wiadajcego fazie utwierdzenia nastpujcej postaci 
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( ) ,,
x
z,xf 



	


= 01
2
212
odw
 
gdzie z2 = [τ, x2], oraz x1 jest zmienn niezalen. W tym przypadku stosuje 
si schemat dany poniszym wzorem: 
( )
( )
( )( )
odw
1 2 1, 2,
2 1odw 2
2 1, 2,
odw
4 2 1, 2 2, 2 3
2
2, 1 2, 1 2 3 4
, ,
, , 2,3,
2 2
, ,
2 ,
6
i i
j
j i i
i i
i i
k f x z
h khk f x z j
k f x h z h k
h
z z k k k k
−
+
=
 
= + + = 
 
= + +
= + + + +
w którym h2 = 1 − x1,i. 
 Znaleziono zatem przejcie pomidzy faz utwierdzenia i polizgu, co 
umoliwia kontynuacj rozwizywania układu (1.13) według schemat (1.14). 
Dwa pozostałe równania we wzorze (1.12) rozwizuje si według standardo-
wego, jednoetapowego schematu numerycznego Rungego-Kutty czwartego 
rzdu. W dalszej czci opracowania pokazano przykłady rozwiza otrzy-
mane przy uyciu wyej opisanej metody. 
Na rysunku 1.6 zaznaczono czarnymi kółkami mapy Poincarégo dla ru-
chu okresowego. Jest widoczne na tym rysunku, e mapy składaj si z jedne-
go punktu, poniewa dla niej zdefiniowanej płaszczyzny przekroju [34] 
( )
( )
1, 1 1, 1, 1 , 1, 2,
1, 1 1, 1, 1 , 1, 2,
, ,
, ,
i i i m i i i
i i i m i i i
x x x y y y
y y y x x x
− +
− +
< >  =
< >  =
nastpuje zaznaczenie punktu xm,i lub ym,i na mapie dokładnie co jeden okres 
drga kadej z mas. 
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a)         	 










 
b)        
 








 
Rys. 1.6. Projekcja przestrzeni fazowej ruchu okresowego na płaszczyzn: a) (x1, x2) 
i b) (y1, y2) oraz mapy Poincarégo (czarne kółka) dla parametrów: v  =  0.55, 
α1 =  β1 =  2.4, α2 =  0.927, β2 =  2.304, β3 = 2.8, η1 = η2 = η3 = 0, γ = 0.289 
i warunków pocztkowych: τ0 = 4000, τk =  4300, x1(0) = y1(0) = 0,  x2(0) = y2(0) = −0.1 
Na rysunku 1.7 obserwuje si ruch wielo-okresowy obu mas. Konstrukcj 
mapy Poincarégo wykonano podobnie jak dla ruchu okresowego pokazanego 
na rysunku 1.6. 
Przykłady na rysunku 1.8 pokazuj ruch quasi-okresowy o wyranie 
wstgowym charakterze trajektorii fazowej. W takich przypadkach jest praw-
dopodobne, e mapa Poincarégo wykonana dla tego typu dynamicznego za-
chowania układu bdzie składa si z krzywej, bd krzywych zamknitych. 
Tworz one rzut atraktora na płaszczyzn, który jest przekrojem pewnej czte-
ro-wymiarowej powierzchni zamknitej o złoonym kształcie. 
a)       
	








   
b)      













 
Rys. 1.7. Projekcja przestrzeni fazowej ruchu wielo-okresowego na płaszczyzn: 
a) (x1, x2) i b) (y1, y2) oraz mapy Poincarégo (czarne kółka) dla parametrów: v  =  0.5, 
α1 = β1 = 1.883, α2 =  0.728, β2 = 2.304, β3 = 2.8, η1 = η2 = η3 = 0, γ =  0.22 
i warunków pocztkowych: τ0 = 2000, τk =  4000, x1(0) = 0.01, y1(0) = x2(0) = y2(0) = −0.1 
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a)   	     	   









   
b)       	 











Rys. 1.8. Projekcja przestrzeni fazowej ruchu quasi-okresowego na płaszczyzn: 
a) (x1, x2) i b) (y1, y2) oraz mapy Poincarégo (czarne linie) dla parametrów: v  =  0.1,
α1 =  β1 = 2.874, α2 = 1.111, β2 = 0.412, β3 = 2.472, η1 = η2 = η3 = 0, γ = 0.035
i warunków pocztkowych: τ0 = 4000, τk = 7000, x1(0) = x2(0)= y1(0) = y2(0) = −0.1
a)  	      




	






	


  
b)
 
 	      


	






	


Rys. 1.9. Projekcja przestrzeni fazowej ruchu chaotycznego na płaszczyzn: 
a) (x1, x2) i b) (y1, y2) oraz mapy Poincarégo (czarne punkty) dla parametrów:
v = 0.689, α1 = β1 = 4.51, α2 = 1.739, β2 = 6.766, β3 = 3.333, η1 = η2 = η3 = 0, γ  =  0.976
i warunków pocztkowych: τ0 = 2000, τk = 20000, x1(0) = y1(0) = 0, x2(0) = y2(0) = −0.1
Rysunek 1.9 ilustruje przykładowe mapy Poincarégo dla ruchu chaotycz-
nego obu mas układu. Tworz one nieregularny kształt z punktami rozrzuco-
nymi wzdłu pewnego kierunku. Ruch jest zatem nieregularny, a przestrze 
stanu, któr zajmuj podczas ruchu oscylujce masy nie daje si cile okre-
li. W takiej sytuacji trajektoria fazowa nie jest zamknita i nastpuje nie-
ustanne wzrost liczby punktów na mapie Poincarégo. Załoenia takie po-
twierdzaj si w tym przypadku, poniewa nawet po długim czasie obserwacji 
τ = 106 jednostek bezwymiarowych, pojawiały si z pewn czstoci nowe 
punkty mapy. Naley zaznaczy, e przedział czasu wynosi tutaj τ = 18⋅103, 
std aby nie straci przejrzystoci rysunku, przerwano wykrelanie trajektorii 
fazowej (kolor szary), a punkty mapy zaznaczono dla całego przedziału czasu. 
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1.5. Zachowania chaotyczne, quasi-okresowe 
i okresowe – wykładniki Lapunowa 
Podstawow cech chaotycznego układu fizycznego jest jego wraliwo 
na stan pocztkowy. Wraliwo oznacza, e jeli dwa identyczne układy 
zaczynaj ewolucj z warunkami pocztkowymi odpowiednio x i x + ε, gdzie 
ε jest bardzo mał liczb, ich stany dynamiczne w przestrzeni fazowej szybko 
si rozbiegaj, a dokładniej – rednia odległo midzy nimi wzrasta w spo-
sób wykładniczy. W rezultacie pocztkowo bliskie punkty po krótkim czasie 
znajduj si daleko od siebie. Wykładnicza rozbieno ssiednich punktów w 
przestrzeni fazowej ma dalsze konsekwencje dla atraktora chaotycznego. Jak 
ju wspominano, trajektorie dwóch bliskich punktów fazowych nie przecinaj 
si, co oznacza, e musz „zawraca”. W wyniku tej ewolucji powstaje atrak-
tor chaotyczny o nieskoczenie wielu warstwach. Wykładniki Lagunowa: 
[56], [57], [98], [106], [140] stosuje si do otrzymania miary wraliwoci 
układu dynamicznego na małe zaburzenie warunków pocztkowych, która 
jest charakterystyczn cech zachowa chaotycznych.  
Ze wzgldu na nieregularny charakter rozwizania, układy dynamiczne 
opisuje si za pomoc widma wykładników Lapunowa. Mona oszacowa ich 
wartoci stosujc metod opart na rozwizaniu układu równa róniczko-
wych, bd te na obliczeniach wykonanych bezporednio dla serii czasowej 
zmiennych stanu. Z upływem czasu odległo pomidzy odpowiednimi punk-
tami trajektorii badanej i zaburzonej wzrasta do wartoci wikszych od ε, 
porównywalnych z rozmiarami atraktora. Aby zapobiec tak duej rozbieno-
ci, wykonuje si co pewien czas ortogonalizacj kierunków i normalizacj 
długoci wektorów łczcych punkty ssiednich trajektorii. 
W przypadku badania rzeczywistego układu mechanicznego trudno jest 
zazwyczaj poda analityczn posta układu równa róniczkowych dokładnie 
opisujcych jego dynamik. Jednak na podstawie pomiarów przeprowadzo-
nych na stanowisku dowiadczalnym moliwe jest uzyskanie serii punktów 
pomiarowych, opisujcych ruch wszystkich mas badanego układu. Otrzymana 
seria zawiera wartoci liczbowe rzeczywistych zmiennych fizycznych, takich 
jak przemieszczenie, prdko, czy te przyspieszenie.  
W dalszej analizie numerycznej wykorzystano metod estymacji widma 
wykładników Lagunowa, bazujc na odpowiednio przygotowanej serii cza-
sowej zmiennych dynamicznych [37][135]. 
Badaniu podlega N-wymiarowy dyskretny układ dynamiczny, którego 
wektor stanu x ∈ RN (dla układu równa (1.12) N = 4, oraz x = (x1, x2, y1, y2)). 
Niech ponadto xj dla j = 1…L bdzie seri czasow wektora stanu x, oraz L 
pewn bardzo du liczb całkowit. Przyjmujc mał kul o promieniu ε 
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o rodku w punkcie xj, znajduje si pewien zbiór M  punktów xk,i dla
i = 1…M zawartych w tej kuli. Wtedy yi stanowi zbiór wektorów nastpujcej 
postaci 
,
, 1 .i k i jy x x i M= − =   
Po upływie czasu τ = mh, gdzie h jest okresem próbkowania punkt xj 
przejdzie do xj+m, a punkty ssiednie xk,i do xk+m,i. Tym sposobem nowy wek-
tor przesunicia ma posta 
,
, dla 1 .i k m i j mz x x i M+ += − =   
Odpowiedni wybór kuli o małym promieniu i rodku w punkcie xj za-
pewnia, e pomidzy yi a zi  zachodzi nastpujcy zwizek 
, 1 ,i j iz A y i M= =   
gdzie M jest mał liczb, Aj ∈ RN×N i Aj ≈ Dxf(x), oraz ux = Dxy(x)u0  jest zline-
aryzowanym układem równa dla y(x), a Dxy(x) oznacza pochodn czstkow 
funkcji f(x) wzgldem wektora x. Na podstawie oszacowania najmniejszej 
sumy kwadratów błdu dla układu równa zlinearyzowanych, mona otrzy-
ma macierz przejcia Aj stosujc nastpujc minimalizacj 
( ) ( ) 22
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Rozwizanie oszacowania (1.16) jest postaci 
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Oznacza to, e Aj dane wzorem (1.17) stosuje si do wykonania lineary-
zacji układu wyjciowego w kadym punkcie xj nalecym do badanej trajek-
torii. 
Aby oszacowa widmo wykładników Lapunowa wybieramy baz orto-
normaln wi(1) dla i = 1…N, przy czym baz wyjciow stanowi macierz 
((1000), (0100), (0010), (0001))T. Po k-tej iteracji nastpuje przejcie do 
punktu xkm+1 na trajektorii. Stosujc zaleno dan wzorem (1.17) mona 
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oszacowa macierz Akm+1 w punkcie xkm+1. Wykorzystujc ortonormaln baz 
wi(k+1) mona wyznaczy jej posta vi(k+1) po upływie czasu τ 
( ) ( ).11 1 +=+ + kwAkv ikmi  
Stosujc ortogonalizacj Gramma-Schmidta wektorów vi(k + 1) otrzymu-
je si ortonormaln baz wi(k + 2) dla i = 1…N. Wykładniki rozbienoci 
pomidzy rozpatrywanymi punktami trajektorii mierzone wzdłu osi nowej 
bazy dane s wzorem 
( ) ( ) ( )1 ln 1 , 2 , 1 .i i ik v k w k i Nα + = + + =   
Iteracje powtarza si dla k = 0…K  (K jest du liczb, ale Km ≤ 1). Po za-
koczeniu oblicze widmo wykładników Lapunowa λi  mona oszacowa na 
podstawie zbioru wykładników rozbienoci αi(j) według zalenoci 
 ( )
1
1
, 1 .
K
i i
j
j i N
Kmh
λ α
=
= =   (2.18) 
Na podstawie wzoru (1.18) wida, e trajektoria rozwizania jest prób-
kowana ze stałym krokiem czasowym równym h. 
Stosujc metod Hénona do rozwizania układu równa (1.12), wyzna-
czono trajektori składajc si z punktów fazowych rozłoonych nierówno-
miernie w czasie. Róne odstpy czasowe pomidzy kolejnymi punktami 
rozwizania wynikaj z automatycznego doboru kroku całkowania. Przyjmuje 
on róne wartoci podczas utwierdzenia i polizgu klocka na pasie, jak rów-
nie ze wzgldu na fazy przejciowe pomidzy tymi stanami. 
Uwzgldniajc powysze, obliczanie wykładników Lapunowa z serii cza-
sowej poprzedzono odpowiednim jej przygotowaniem. Dotyczy to na przy-
kład wykonania oblicze z odpowiednim krokiem czasowym, pominicia 
dostatecznie długiego okresu ruchu przejciowego, jak równie uwzgldnienia 
rozwizania na wystarczajco długim przedziale czasu. Czsto satysfakcjonu-
jce nas rozwizanie numeryczne przyjtego do analizy układu wymaga za-
stosowania ulepszonych metod porednich, takich jak na przykład metoda 
Hénona, które poprzez zmian kroku całkowania w trakcie oblicze pozwala-
j na zwikszenie dokładnoci rozwizania. 
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t0  t1  t2  t3  t4  t5  tn
xi
 
Rys. 1.10. Schemat interpolacji Lagrange’a (xi - seria czasowa, 
t0,...,tk,...,tn - punkty interpolowane, t0,..., tkL,..., tn - rozwizanie 
interpolowane, h1, ..., hk (k < n ) - zmienny krok, h  - stały krok) 
W celu znalezienia punktów rozwizania rozłoonych równomiernie 
w czasie ze stałym krokiem, wykonano interpolacj trajektorii wyjciowej 
za pomoc schematu Lagrange’a (rys. 1.10), wykorzystujcego wielomian 
interpolujcy rzdu n − 1 dla n punktów f1 = f(t1),…, fn(tn), zapisany w postaci 
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gdzie fi jest znan wartoci funkcji interpolowanej w chwili ti, natomiast Ln 
jest poszukiwan wartoci funkcji w chwili t dla wszystkich punktów t0,…,tn. 
Schemat wykorzystujcy zaleno (1.19) przedstawia interpolacj jednej 
składowej wektora rozwizania (na przykład w kierunku x1), dlatego naley 
go zastosowa do pozostałych składowych wektora stanu. Interpretacja wid-
ma wykładników Lapunowa dla układu autonomicznego przebiega zgodnie ze 
schematem identyfikacji podanym w tabeli 1.1.  
Tabela 1.1 
Identyfikacja wykładników Lapunowa 
atraktor widmo 
okresowy (cykl graniczny) 
quasi okresowy 
chaotyczny 
hiper-chaotyczny 
λ1=0, 0>λ2≥λ3≥λ4 
λ1=λ2=0, 0>λ3≥λ4 
λ1>0, λ2=0, 0>λ3≥λ4 
λ1>λ2>0, λ3=0, λ4>0 
W dalszej czci zostan okrelone widma wykładników Lapunowa dla 
przykładów trajektorii pokazanych na rysunkach (1.6)÷(1.9). Na rysunkach 
(1.11)÷(1.13) pokazano przebiegi zbienoci wykładników obrazujce dyna-
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mik zmian ich wartoci. Punkty na wykresach odpowiadajce kolejnym ite-
racjom wykładników λi dla i = 1…4 zaznaczono kolejno kolorami zielonym, 
niebieskim, czerwonym i czarnym. 
Na rysunku 1.11 pokazano przebieg zmian wartoci wykładników λi dla 
rozwizania okresowego układu równa (1.12). W cigu pierwszych kilkuset 
iteracji obserwuje si szybk stabilizacj, a nastpnie nieznaczne oscylacje 
wokół wartoci granicznych. Najbardziej niestabilny charakter ma krzywa dla 
czwartego wykładnika, poniewa posiada najwysze wierzchołki w stosunku 
do spodziewanej wartoci granicznej, a ponadto przy n bliskim 600 zaznacza 
si wyrany skok wartoci, po czym nastpuje stopniowa zbieno do warto-
ci ustalonej. W tym przykładzie wykorzystano 3⋅104 punktów interpolowa-
nych trajektorii okresowej pokazanej na rysunku 1.6. 
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Rys. 1.11. Przebieg zmiennoci wykładników Lagunowa 
dla ruchu okresowego widocznego na rysunku 1.6 
Dla tego przykładu zapisano do pliku co 20 współrzdn analizowanej 
trajektorii. Pozwoliło to na otrzymanie w przedziale czasu [2, 10]⋅104 liczby 
44980 punktów (kady o czterech współrzdnych), które interpolowano z 
wykorzystaniem liczby 3⋅104 punktów. Zatem, stosunek liczby punktów po-
wstałych po dokładnym rozwizaniu rozpatrywanego układu równa 
(2044980) do liczby punktów trajektorii interpolowanej wynosi około 29.98. 
Na tej podstawie, do oblicze wykorzystano bardzo dług trajektori ruchu 
przy małej, prawie 30-krotnie zmniejszonej liczbie danych zapisanych do 
pamici dyskowej komputera. 
Algorytm obliczania wykładników Lapunowa opisany w tym rozdziale 
wykorzystuje na kadym kroku iteracji wszystkie punkty serii danych, std im 
jest ona dłusza, tym dokładniej jest oszacowane widmo wykładników λi. Dla 
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przykładów estymacji wykładników Lapunowa pokazanych na rysunkach 
1.11÷1.13 obserwuje si szybk zbieno i du dokładno (tabela 1.2). 
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Rys. 1.12. Przebieg zmiennoci wykładników Lagunowa 
dla ruchu quasi-okresowego widocznego na rysunku 1.8 
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Rys. 1.13. Przebieg zmiennoci wykładników Lagunowa 
dla ruchu chaotycznego widocznego na rysunku 1.9 
Na rysunkach 1.11÷1.13 pokazano zbieno wykładników Lapunowa 
dla trajektorii odpowiednio okresowej, quasi-okresowej i chaotycznej. Na 
pierwszych dwóch wykresach obserwuje si łagodn stabilizacj, natomiast w 
przypadku ruchu chaotycznego przebiegi s bardziej postrzpione.  
W tabeli 1.2 zaznaczono podkreleniem wartoci tych wykładników, któ-
re według schematu podanego w tabeli 1.1 powinny równa si zeru. W celu 
sprawdzenia szybkoci zbienoci wykładników do wartoci ustalonych za-
wierajcych si w pewnym dopuszczalnym przedziale, układ (1.12) rozwiza-
no z zastosowaniem rónej liczby iteracji. 
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Tabela 1.2 
Widma wykładników Lapunowa dla przykładów pokazanych na rysunkach 1.6-1.9 
rysunek widmo wykładników λi n 
1.6 
1.7 
1.8 
1.9 
-0.004751 
+0.000318 
+0.000109 
+0.002469 
-0.017391 
-0.081254 
-0.000157 
-0.001983 
-0.048097 
-0.267391 
-0.073323 
-0.070495 
-0.456581 
-0.746112 
-0.838123 
-0.754228 
3660 
1165 
392 
1887 
 W przypadku trajektorii ruchu quasi-okresowego, widocznej na ry-
sunku 1.8, w cigu 392 iteracji nastpiła szybka zbieno do bardzo 
dokładnych wartoci. Interpretacja wykładników obliczonych dla tra-
jektorii zilustrowanej na rysunku 1.9 jest trudna z uwagi na mał war-
to pierwszego wykładnika. Jak pokazuj mapy Poincarégo na tym 
rysunku, atraktor ma kształt nieregularny, a ponadto, po długim czasie 
obserwacji liczba punktów obszaru przez niego zajmowanego stale 
zwikszała si. Przyjmuje si zatem, e jest to ruch chaotyczny, a jego 
pierwszy wykładnik Lapunowa ma mał warto. 
1.6. Szerszy obszar zmian parametrów dynamicznych 
– wykresy bifurkacyjne 
Szeregi czasowe, portrety fazowe i przekroje Poincarégo dostarczaj in-
formacji dotyczcych dynamiki układu dla konkretnego zbioru parametrów. 
Na dynamik układu mona spojrze bardziej globalnie w pewnym przedziale 
parametru, co pozwala bezporednio porównywa zachowania regularne i 
chaotyczne. Wykres bifurkacyjny jest uyteczn metod otrzymywania takie-
go obrazu [35][40]. Słowo bifurkacja oznacza nagł jakociow zmian roz-
wizania (na przykład zmian liczby rozwiza równania róniczkowego) 
podczas zmiany parametru układu o mał warto. Oznacza to, e bifurkacja 
ma miejsce, gdy rozwizanie nieliniowego równania róniczkowego jako-
ciowo zmienia swój charakter w miar zmian wartoci parametru. Warto 
parametru, dla której wystpuje bifurkacja nazywana jest bifurkacyjn warto-
ci parametru bd punktem bifurkacji. W tej czci opracowania pokazane 
zostan bifurkacje zachodzce przy spełnieniu tylko jednego warunku nałoo-
nego na parametr bifurkacji, a mianowicie parametr ten musi by liczb rze-
czywist.  
Wykresy bifurkacyjne wykonane zostały na podstawie odwzorowa Poi-
ncarégo. W  tym przypadku wykonano rzutowanie punktów mapy na jedn 
z osi układu współrzdnych. Procedur tak wykonuje si dla zmienianej 
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z pewnym krokiem wartoci jednego z parametrów układu. Ponadto, wykresy 
w sposób istotny zale od tego, czy rozwizanie znajduje si na atraktorze, 
czy te inicjalizacja warunków pocztkowych jest ponawiana dla kadej war-
toci parametru bifurkacji. Pierwsza z tych metod polega na tym, e podczas 
całkowania równa ruchu, nastpuje co pewien stały okres czasu mała zmiana 
wartoci parametru wzgldem którego wykonuje si wykres bifurkacyjny. 
Przykładowo, podczas analizy dynamiki układu dla parametru bifurkacji z 
przedziału [0.1, 0.5] wykonuje si seri kolejnych inkrementacji z krokiem 
0.001. W takim przypadku otrzymuje si 400 map Poincarégo, które zrzuto-
wane na jedn z osi płaszczyzny fazowej nanosi si w jednym układzie współ-
rzdnych w funkcji parametru otrzymujc wykres bifurkacyjny. Druga z me-
tod polega na tym, e dla kadej wartoci mało zmieniajcego si parametru 
wybiera si inne warunki pocztkowe. Trudno jest wskaza lepsz sporód 
tych metod, jednak naley zaznaczy, e konstrukcja wykresu bifurkacyjnego 
przy uyciu pierwszej z nich umoliwia obserwacj atraktora w znacznie 
dłuszym okresie czasu (po zmianie wartoci parametru rozwizanie nie po-
wraca do nowych warunków pocztkowych, ale pozostaje nadal na atrakto-
rze). Ze wzgldu na szeroki zakres teorii analizy bifurkacji rozwiza pod 
wzgldem numerycznym jak i matematycznym, pokazane zostan tylko nie-
które bifurkacje lokalne, jakie zaobserwowano w analizowanym układzie. 
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Rys. 1.14. Wykres bifurkacyjny we współrzdnych a) α1(x1) i b) α1(y1) dla para- 
metru α1 ∈ [2.72,4.32] w przedziale czasu τ ∈ [1,5.1]⋅104 (pozostałe parametry
ruchu zawarto w podpisie do rysunku 1.6) 
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Na rysunku 1.14 pokazano wykresy bifurkacyjne wykrelone przy uyciu 
400 map Poincarégo ze zmian parametru bifurkacji co 0.004. Rysunek 1.14a 
przedstawia przejcie rozwizania z orbity jedno-okresowej na orbit trój-
okresow dla wartoci parametru bifurkacji α1 ≈ 3.1. W pobliu wartoci 
α1 ≈ 4 pojawia si bifurkacja potrojenia okresu drga dla zmniejszajcej si 
wartoci tego parametru. Wykres zamieszczony na rysunku 1.14b pokazuje 
w całym zakresie zmian badanego parametru zachowanie regularne. Interesu-
jce jest jednak to, e przedstawia on bifurkacj zderzenia z brzegiem od orbi-
ty okresowej podczas malenia parametr bifurkacji. Punktem bifurkacji jest 
w tym przypadku α1 ≈ 4.05. 
 	 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Rys. 1.15. Wykres bifurkacyjny we współrzdnych α1(x1) dla parametru 
α1 ∈ [2.83, 3 .58], w przedziale czasu τ ∈ [1, 5.1] ⋅ 104, dla parametrów v = 0.1, 
α2 = 1.093, β1 = β2 = 1.729, β3 = 2.441, η1 =η2 = η3 = 0, γ  = 0.152 i warunków 
pocztkowych x1(0) = y1(0) =  y2(0) = 0, x2(0)  =  − 0.1 
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Na rysunku 1.15 zilustrowano wykres bifurkacyjny wykrelony przy uy-
ciu 750 map Poincarégo ze zmian wartoci parametru bifurkacji co 0.001, 
który tym razem w swoim zakresie zmian zawiera obszary odpowiadajce 
zachowaniom regularnym i nieregularnym. Zaczynajc od małych wartoci 
parametru bifurkacji obserwuje si na obszary bardziej zaczernione (odpo-
wiadajce ruchom chaotycznym bd quasi-okresowym), jak równie obszary 
w postaci linii zakrcajcych. Odpowiadaj im wartoci parametru bifurkacji, 
dla którego układ porusza si w sposób regularny, jedno- dwu- lub wielo-
okresowy. Jako przykład, mona wskaza okna okresowe pojawiajce si dla 
parametru α1 ≈ 3.15 Gdy α1 ≈ 3.3, pojawiaj si kolejne podwojenia okresu 
drga dla malejcego parametru bifurkacji prowadzce do powstania obsza-
rów bardziej zaczernionych, co prawdopodobnie wie si z przejciem ukła-
du w stan odpowiadajcy dynamice chaotycznej. Dla wikszych wartoci 
parametru α1 obserwuje si bifurkacj polegajc na zwielokrotnieniu okresu 
drga. 
Podsumowujc, właciwa analiza układu dynamicznego powinna opiera 
si na konstrukcji i analizie wykresów bifurkacyjnych, które daj szeroki ob-
raz jego zachowa. Łatwy do wyobraenia jest trójwymiarowy wykres bifur-
kacyjny posiadajcy dwie osie parametru oraz jedn o odpowiadajc zmia-
nom wartoci pewnej współrzdnej fazowej. Powstałaby wówczas kostka 
szecienna o skomplikowanym rozkładzie gstoci. W praktyce obserwowa-
nie i analiza takiej kostki byłaby jednak utrudniona. 
1.7. Bifurkacje fazy polizgu 
1.7.1. Wprowadzenie do układów typu Filippova 
Zjawiska niecigłe charakteryzuj dynamik duej liczby układów me-
chanicznych stosowanych w inynierii przemysłowej. Na tym polu wyróni 
mona oscylatory z tarciem typu utwierdznie-polizg [15]-[17][104] i uderze-
niami [58], elektroniczne układy przełczajce [63] oraz dynamik hybrydo-
w napdów sterujcych [134]. Skomplikowana dynamika układów tego typu 
opisywana jest zazwyczaj za pomoc zbiorów rozwiza kawałkami cigłych 
równa róniczkowych zwyczajnych [41][52]. Rozwizania s gładkie, jeli 
przebiegaj w obszarach przyległych do powierzchni rozdziału, natomiast 
przy przekroczeniu pewnej powierzchni rozdziału trajektoria traci swoj ci-
gło i jest opisywana innym zbiorem równa obowizujcym w obszarze 
ssiednim. 
Analiza fazy utwierdzenia, tzn. wtedy, gdy zmierzona prdko ruchu 
wzgldnego wynosi zero, jest oparta na nastpujcej, ogólnej postaci układów 
typu Filippova 
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( )H x  jest gładk funkcj skalarn z nie znikajcym gradientem 
Hx(x) = ∂H(x)/∂x na granicy rozdziału Σ okrelonej wzorem 
{ }: ( ) 0 ,nx R H xΣ = ∈ =  
przy czym funkcje f (i):Rn→Rn dla i = 1, 2 s gładkie. 
 
Rys. 1.16. Graficzna reprezentacja metody Filippova 
 Składajc rozwizania dla fazy utwierdzenia na powierzchni Σ oraz roz-
wizania standardowe dla fazy polizgu otrzymane w obszarach Si moliwe 
jest znalezienie ogólnego rozwizania równania (1.20). W szczególnoci roz-
wizanie dla fazy utwierdzenia mona znale stosujc nastpujc metod 
Filippova (rys. 1.16).  
Przyjmijmy, e 
 
(1) (2)( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ,x xx H x f x H x f xσ =  (2.22) 
jest definicj pewnej funkcji kontrolnej, w której zapisie <⋅,⋅> oznacza iloczyn 
skalarny w przestrzeni Rn. Zbiór przecicia oznaczony jako Σc ⊂ Σ  jest zdefi-
niowany jako 
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{ }.)(: 0>∈= xxc σΣΣ (2.23) 
Zbiór punktów obszaru fazy utwierdzenia Σs stanowi dopełnienie do ob-
szaru danego wzorem (1.23) na obszarze Σ, co pozwala sformułowa drugi 
warunek dany wzorem 
{ }: ( ) 0 .s x xσΣ = ∈Σ ≤ (2.24) 
Orbita układu (1.20), w ogólnoci, przecina Σ w punktach x ∈ Σc oraz li-
zga si po niej, gdy x ∈ Σs. 
 Metod Filippova stosuje si do kadego nieosobliwego punktu x ∈ Σs 
i bazuje na kombinacji g(x) dwóch wektorów f (i) 
( )(1) (2)( ) ( ) 1 ( ),g x f x f xλ λ= + − (2.25) 
gdzie 
(2)
(2) (1)
( ), ( )
.
( ), ( ) ( )
x
x
H x f x
H x f x f xλ = −  (2.26) 
Nieosobliwo punktów fazy utwierdzenia, tzn. takich, dla których orbita 
układu (1.20) lizga si po Σ bdzie spełniona, jeeli mianownik ułamka we 
wzorze na λ bdzie róny od zera. 
Zbiór punktów fazy utwierdzenia mona wyznaczy poprzez rozwizanie 
gładkiego układu dynamicznego danego w pewnym (n-1)-wymiarowym ob-
szarze Σs 
( ), .sx g x x= ∈Σ  (2.27) 
Jeli jeden z wektorów f (i) znika, wtedy połoenie równowagi równania 
(1.25) nazywane jest granicznym połoeniem równowagi. Tak wic granica 
rozdziału obszarów rozwiza standardowych (fazy polizgu) składa si 
z punktów nalecych do obszaru utwierdzenia, granicznych punktów odpo-
wiadajcym połoeniom równowagi oraz punktów stycznych, w których 
jeden z wektorów f(i) jest styczny do Σ, natomiast drugi ma warto wiksz 
od zera. Według powyszego definicja punktów stycznych jest nastpujca 
( )( ), 0.ix TH x f =  
Z punktu widzenia trajektorii rozwizania widoczne i niewidoczne punk-
ty styczne mog by interesujcym tematem do rozwaa dotyczcych bifur-
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kacji fazy utwierdzenia jako całoci. Tak wic, punkt styczny jest widoczny 
(rys. 1.17), jeli po dostatecznie małym odstpie czasu 0t ≠  orbita 
(1) ( )x f x=  startujca z tego punktu naley do obszaru S1.  Ten sam punkt 
styczny nazywany jest niewidocznym, jeli wspomniana orbita przy tym sa-
mym odstpie czasu naley do obszaru S2. 
 
Rys. 1.17. Widoczny i niewidoczny punkt styczny 
1.7.2. Definicja układu modelowego 
W dalszej czci rozpatrzona zostanie dynamika fazy utwierdzenia oraz 
bifurkacje punktów osobliwych. W tym celu układ pokazany na rysunku 1.5 
zredukowano do układu z jedn mas (rys. 1.18) oscylujc na poruszajcym 
si ze stał prdkoci pasie [18][41].  
Modyfikacj w stosunku do poprzedniego modelu ze zmienn sił naci-
sku na pas, jest obok wspomnianego uproszczenia wprowadzenie spryny o 
nieliniowej charakterystyce siły wzgldem połoenia. Układ mechaniczny 
pokazany na rysunku 1.18 jest opisany nastpujcym układem dwóch bez-
wymiarowych równa róniczkowych pierwszego rzdu 
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w którym β jest parametrem modelu tarcia, natomiast α oznacza prdkoci 
pasa. 
Rys. 1.18. Zmodyfikowany model masy na pasie 
Przekształcajc układ równa (1.28) do postaci (1.20) otrzymujemy po-
niszy płaski układ typu Filippova  
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 (2.29) 
w którym x = [x1, x2]T  i  f =  [f (1),  f (2)]T. 
 Płaszczyzna rozdziału dwóch przyległych obszarów S1 i S2 jest w takim 
przypadku zdefiniowana w nastpujcy sposób 
{ },0)(: 22 =−=∈=Σ αxxHRx
przy czym Hx(x) = [0, 1]T oraz 
{ }
{ }.0)(:
,0)(:
2
2
2
2
2
1
>−=∈=
<−=∈=
α
α
xxHRxS
xxHRxS
Funkcja kontrolna σ(x) dana wzorem (1.22) przyjmuje posta 
),()()( )()( xfxfx 2212=σ  (2.30) 
w której  f (1) i  f (2) s drugimi składowymi funkcji f(x) danej wzorem (1.29). 
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1.7.3. Analiza numeryczna 
Przyjmujc, e xα = [x1, x2 = α]T otrzymujemy nastpujc posta funkcji 
kontrolnej 
 .)1())1()()1(()( 222121211211 βββσ α −−=+−−−= xxxxxxx  (2.31) 
Ponadto, na podstawie wzorów 
 ,0)(,0)( 000 === ααα σ
σ
x
dx
xdD  
mona wyznaczy pewne zbiory punktów charakterystycznych funkcji kon-
trolnej (1.31). Std, przy  
 ,0)13)(1(2 212110 =−−= xxxDα  (2.32) 
otrzymuje si, nastpujcy zbiór pierwiastków równania (1.32) 
 ,
3
3
,1,00


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




±±=ixα  (2.33) 
dla i = 1…5. 
Podstawiajc xα0 zbiorem liczb (1.33) za x1 ze wzoru (1.31), a nastpnie 
rozwizujc to równanie ze wzgldu na β uzyskuje si zbiór granicznych war-
to ]932,0[ ±=iβ  dla i = 1…3. Warto podkreli, e dla β = β1 strefa 
utwierdzenia znika i degeneruje si do trzech punktów stycznych xα0i dla 
i = 1…3 podczas gdy przy β = βj dla j = 2,3 posiada ona najwikszy z mo-
liwych rozmiarów wypełniajc płaszczyzn rozdziału w całoci na przedziale 
jej okrelonoci  ]332,332[− . Do tego obszaru nale punkty osobliwe 
xα0j dla j = 4, 5. Opisany scenariusz bifurkacji strefy utwierdzenia zilustrowa-
no na rysunku 1.19. Wprowadzona w równaniu (1.30) funkcja kontrolna jest 
iloczynem dwóch funkcji składowych, za pomoc których wyznaczy mona 
punkty styczne funkcji f (1) i f (2) odpowiednio w obszarach S1 i S2. Pamitajc, 
e dla wartoci charakterystycznych parametru βi cały zbiór punktów stycz-
nych okrelony jest przez xT = xα0, wyznaczono krzyw bifurkacji punktów 
stycznych (rys. 1.20) podczas zmiany parametru bifurkacji w przedziale 
].45320,[ 1ββ ∈  
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Rys. 1.19. Punkty styczne (kółka) na przeciciu funkcji 
kontrolnej σ  z osi zmiennej x  dla β = β1 (linia krop-
ka-kreska) oraz β = β2,3 (linia cigła) 
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Rys. 1.20. Wykres bifurkacyjny punktów stycznych 
dla parametru bifurkacji β ∈ [β1, 20√ 3 / 45] 
Definicja zbioru punktów polizgu orbity układu (1.29) przebiega według 
schematu opisanego poniej. Na podstawie równania (1.25) jest, e 
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Wyprowadzone wczeniej wyraenia na σ2(x), Hx(x), f (1), f (2) wykorzy-
stane zostan do obliczenia parametru λ danego wzorem (1.26) według zale-
noci 
 ,
2
))1()(1( 2122
β
βααλ −−−+−−= xxx  (2.35) 
w której ).1( 21112 −= xxx  
Podstawiajc λ dane wzorem (1.35) do (1.34) otrzymuje si równanie 
róniczkowe opisujce rozwizania w obszarze utwierdzenia na Σs, który 
w tym przypadku stanowi jednowymiarowy przedział nalecy do Σs rozwi-
za w strefie polizgu orbity jednego z równa (1.29) 
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Wektor prdkoci ruchu x  na oszacowanym przedziale przestrzeni jed-
nowymiarowej składa si tylko z jednego niezerowego składnika x2, dlatego 
masa przemieszcza si z prdkoci α transwersalnie w płaszczynie (x1, x2) 
do czasu, a nie osignie granicy obszaru rozdziału mierzonej w kierunku x1. 
 
Rys. 1.21. Trajektorie na płaszczynie fazowej 
x2(x1) startujce z rónych warunków pocztkowych 
[x10i, x2 = α] i otaczajce niewidoczny punkt styczny 
− 2√ 3 / 3 dla parametru modelu tarcia β = 2√ 3 / 9 
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Rysunek 1.21 przedstawia wiele trajektorii, które zatrzymały si z chwil 
przycignicia do obszaru rozdziału na niecigłoci. Dla przykładu trajektorie 
startujce dostatecznie blisko niewidocznego punktu stycznego nie wykonuj 
adnej ptli wokół linii rozdziału i trafiaj w rónych wartociach współrzd-
nej x1 na t lini. Inaczej jest w przypadku trajektorii oddalonych od punktu 
stycznego. Otrzymuje si wtedy due ptle, a na rysunku 1.21 najwiksza z 
nich wykonuje ponad trzy pełne obroty zanim nie zostanie przycignita do 
obszaru rozdziału na niecigłoci. Trajektoria, która trafia na lini rozdziału, 
rozpoczyna polizg wzdłu niej a do chwili osignicia widocznego punktu 
stycznego dla wartoci .3321 =x  
Rys. 1.22. Wykres bifurkacyjny punktów, w których trajek-
torie widoczne na rysunku 1.21 rozpoczynaj faz polizgu 
wzdłu obszaru rozdziału na niecigłoci ([x10, α] - punkty 
pocztkowe, [x1s, α] - punkty przycignicia trajektorii) 
Wykres bifurkacyjny pokazany na rysunku 1.22 stanowi jakociow kon-
tynuacj wczeniejszych obserwacji. Na jego podstawie wida, e zmiana 
warunków pocztkowych w istotny sposób wpływa na pocztek fazy utwier-
dzenia masy na pasie. Punkt ten znajduje si w granicach okrelonych poprzez 
punkty styczne, wyznaczone wczeniej, natomiast ostre piki widoczne na tym 
wykresie wiadcz o tym, e zmiany warunków pocztkowych nie prowadz 
w pewnych ich zakresach do gwałtownych zmian współrzdnych punktów 
przycignicia trajektorii do obszaru rozdziału. Inny schemat ma miejsce 
w przypadku, gdy punkty pocztkowej maj wartoci w pobliu x10 = −1.5. 
W tej sytuacji niewielkie zaburzenie warunków pocztkowych powoduje du 
zmian współrzdnej punktu przycignicia x1s.  
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 Na podstawie przeprowadzonych bada numerycznych wida, e nawet 
układy z jedn mas i obszarem niecigłoci, determinujcym jej dynamik w 
sposób cisły, mog by uytecznym ródłem analizy bifurkacyjnej i rozwa-
a teoretycznych. Szczególn uwag połoono na analiz segmentów przy-
cigania strefy rozdziału, czego efektem były interesujce wnioski dotyczce 
bifurkacji punktów przycigania podczas małych zmian wartoci warunków 
pocztkowych. Wprowadzono ponadto funkcj kontroln, a na jej podstawie 
wykonano wykres zmian rozmiaru strefy utwierdzenia w funkcji parametru. 
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2. ANALIZA DYNAMICZNA UKŁADÓW
Z UDERZENIAMI
2.1. Metody analizy stabilnoci rozwiza 
Klasyczna teoria bifurkacji dotyczy badania gładkich układów dynamicz-
nych opisanych nastpujcym układem równa róniczkowych 
( ), ,t=x f x 	 , (2.1) 
gdzie x = x(t) ∈ Rn reprezentuje stan układu w chwili t, µ ∈ Rm jest wektorem 
parametrów układu, natomiast odwzorowanie f:Rn×R×Rm→Rn jest funkcj 
gładk. Przez gładko rozumiemy tutaj, e funkcja f jest co najmniej klasy 
C1, tzn. jej Jakobian jest cigły.  
Badanie bifurkacji układu (2.1) sprowadza si do badania statecznoci 
rozwiza. W praktyce stateczno rozwizania x(t) okrelamy badajc tzw. 
równania zaburze 
( ) ( ), ,Tt t∂= ∂
f x 	

x 
x
x
 , (2.2) 
gdzie ( ), ,Tt D∂ =∂
f x 	
f
x
 jest macierz Jakobiego. Równania te opisuj rozcho-
dzenie si małego zaburzenia δx(t) i zostały otrzymane przez linearyzacj 
równa (2.1) wokół badanego rozwizania x(t). W równaniu (2.2) załoono 
δt = 0, poniewa zaburzenie czasu jest niezalene od zaburzenia zmiennych 
fazowych  δx  ( 0=t ). 
2.1.1. Układy kawałkami gładkie 
W fizyce i technice spotykamy wiele układów, które mona opisa jako 
pracujce w rónych procesach, przy czym czas przejcia z jednego reimu do 
innego jest bardzo krótki w porównaniu z czasem pracy układu w poszcze-
gólnych procesach [25]. W takich przypadkach zwykle moliwe jest przyj-
cie, e przejcie z jednego reimu do drugiego jest natychmiastowe i dyskret-
ne. W ten sposób obiekt taki modeluje si jako układ dynamiczny kawałkami 
gładki (PWS) z pewnymi rodzajami niecigłoci, którego dynamik mona 
opisa równaniem 
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 ( ), ,t=x f x 	 , (2.3) 
gdzie x = x(t) ∈ Rn reprezentuje stan układu w chwili t, µ ∈ Rm jest wektorem 
parametrów układu, natomiast odwzorowanie f:Rn×R×Rm→Rn jest funkcj 
kawałkami gładk, tzn. przestrze fazowa D ∈ Rn jest podzielona na skoczo-
n ilo podobszarów Vi, we wntrzu których funkcja f jest gładka, rozdzielo-
nych (n − 1)-wymiarowymi hiperpowierzchniami Σi,j, równie co najmniej 
kawałkami gładkimi. Powierzchnie te bdziemy nazywa powierzchniami 
niecigłoci, rozumiejc przez to co najmniej niecigło Jakobianu funkcji f 
na tej powierzchni, a wic co najmniej niegładko funkcji f. 
Gdy ruch układu odbywa si we wntrzu jednego z obszarów Vi, to układ 
zachowuje si jak układ gładki. Natomiast gdy orbita przecina jedn z po-
wierzchni Σi,j, układ doznaje niecigłoci.  W zalenoci od stopnia niecigło-
ci, układy PWS moemy podzieli na trzy grupy: I) układy z niecigłym 
Jakobianem, z cigłym lecz niegładkim polem wektorowym f oraz z gładkim 
stanem układu x (funkcja f jest klasy C0); II) układy z niecigłym polem wek-
torowym f oraz z cigłym lecz niegładkim wektorem stanu x; III) układy 
z niecigłym wektorem stanu x. W tym przypadku za kadym razem, gdy 
układ wchodzi w kontakt z jedn z powierzchni niecigłoci Σi,j, jego stan 
doznaje skoku x+ = g(x−, t, µ), gdzie x− oznacza stan układu bezporednio 
przed kontaktem z powierzchni Σi,j, x+ jest stanem układu bezporednio po 
kontakcie, natomiast g(x, t, µ) jest funkcj co najmniej kawałkami gładk na 
powierzchniach Σi,j. 
Układy PWS grupy II (równie grupy I jako podklasy) s te nazywane 
układami Filippova, dla których istnieje osobna teoria [67]. Układy elektro-
niczne z elementami posiadajcymi charakterystyki, które mog by trakto-
wane jako niecigłe czsto s modelowane jako układy PWS [61]. Wród 
układów mechanicznych czsto spotyka si układy z tarciem suchym, które 
mona modelowa jako układy o skokowej charakterystyce tłumienia (grupa 
II) [90]. Poza tym układ mechaniczny moe posiada take niecigł charak-
terystyk sztywnoci [90][121]. W szczególnoci układy mechaniczne z ude-
rzeniami mog by modelowane jako układy o gwałtownie zmieniajcej si 
sztywnoci (grupa II), jeli przyjmie si model ciał podatnych [80]. Zwykle 
jednak przyjmuje si model sztywnych zderzajcych si ciał [58][121]. 
W tym przypadku układ jest układem PWS grupy III, gdy podczas kontaktu 
układu z powierzchni Σi,j nastpuje skokowa zmiana prdkoci odpowiednio 
do prawa Newtona opartego na współczynniku restytucji. Układ taki jest fak-
tycznie układem o wizach jednostronnych, opisanych nierównociami alge-
braicznymi. Naley zauway, e jest to równowane impulsowi funkcji f 
typu delty Diraca po jednej ze stron powierzchni Σi,j. Jednak jak ju wielo-
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krotnie zostało pokazane, model podatnych zderzajcych si ciał jest zbieny 
do modelu zderze opartego na współczynniku restytucji, gdy sztywno ciał 
ronie do nieskoczonoci [58][121].  
Ponadto w pewnych układach mog wystpowa jednoczenie róne ro-
dzaje niecigłoci. Przykładem moe by układ mechaniczny, w którym wy-
stpuj jednoczenie uderzenia i tarcie suche. Oba te zjawiska mog by od 
siebie niezalene [138], lub te model uderze moe uwzgldnia zjawiska 
tarcia suchego na powierzchni zderzajcych si ciał [91][121]. 
2.1.2. Stateczno rozwiza 
Analiza statecznoci rozwiza równania (2.3), gdy le one we wntrzu 
którego z obszarów Vi , na których układ jest gładki, nie róni si od analizy 
statecznoci w układach gładkich (2.1). 
W przypadku kontaktu orbity z powierzchniami niecigłoci, na po-
wierzchniach tych Jakobian jest nieokrelony i zastosowanie klasycznych 
metod jest niemoliwe. Jednak jeli nie zachodz pewne szczególne przypadki 
kontaktu orbity z powierzchniami niecigłoci Σ (orbita przecina powierzch-
nie Σ skoczon ilo razy w skoczonym przedziale czasu, nigdzie nie jest 
styczna do powierzchni Σ, czas pojedynczego kontaktu orbity z powierzchni 
jest chwilowy,  powierzchnia Σ w punkcie jej przebicia przez orbit jest gład-
ka), to mona zastosowa klasyczne metody badania statecznoci na kadym 
przedziale czasowym [ti , ti+1] pomidzy dwoma kolejnymi punktami nieci-
głoci. W przedziale tym układ znajduje si we wntrzu obszaru Vi , gdzie 
funkcja f = fi jest gładka i rozchodzenie si zaburzenia jest opisane równa-
niem (2.2). W punktach ti i ti+1 układ przebija powierzchnie niecigłoci Σi 
i Σi+1. Numeracja kolejnych obszarów, powierzchni niecigłoci i funkcji od-
nosi si tu jedynie do kolejnoci ich wystpowania wzdłu trajektorii x(t), 
jednak trajektoria moe wielokrotnie przecina te same powierzchnie i prze-
chodzi przez te same obszary. Przykładowy fragment trajektorii przecinaj-
cej kolejne powierzchnie niecigłoci przedstawiony jest na rysunku 2.1. 
Przyjmijmy, e mamy pewien warunek pocztkowy x0 = x(t0) taki, e 
punkt x0 nie ley na adnej z powierzchni niecigłoci (pole wektorowe w 
punkcie x0 jest gładkie) oraz pewne pocztkowe zaburzenie δx0 = δx(t0). Za-
łómy ponadto, e rozwizanie x(t) w kolejnych chwilach czasowych t1, t2,… 
przebija powierzchnie niecigłoci Σ1, Σ2,…. Wtedy na kadym przedziale 
czasowym Di = {t ∈ R: ti−1 < t < ti} dla i = 1, 2, …, orbita x(t) znajduje si we 
wntrzu  obszaru Vi na których funkcja f = fi jest gładka i rozchodzenie si 
zaburzenia jest opisane równaniem 
( )( ) ( )tti xxfx 	D	 = , ( ) +−− = 11 		 iit xx , (2.4) 
gdzie ( )t
itti
xx 	lim	 ↓
+
= . 
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Rys. 2.1. Fragment trajektorii przecinajcej kolejne 
powierzchnie niecigłoci 
Równanie (2.4) moemy scałkowa na przedziale Di jeli znamy warunek 
pocztkowy  δx(ti−1) = δx+i−1. Teraz zajmiemy si wyprowadzeniem zaburze-
nia δx+i−1 na podstawie znajomoci wektora ( )t
itti
xx 	lim	 ↑
−
= , czyli wektora 
zaburzenia na kocu poprzedniego przedziału czasowego Di−1. Analiza ta po 
raz pierwszy została przeprowadzona w [3] dla układów PWS grupy II i jest 
znana pod nazw teorii Aizermana-Gantmakhera. Nastpnie jej wyniki zosta-
ły rozszerzone na układy o niecigłym wektorze stanu [98].  
Zachowanie si orbity x(t) w przedziałach czasowych  Di i Di+1 oraz na 
ich granicy  jest opisane przez nastpujce równania 
 ii ttt <<−1 : ( )xfx i= , (2.5) 
 itt = : ( )−= ii xh0 , (2.6) 
 
( )−+ = iii xgx , (2.7) 
 1+<< ii ttt : ( )xfx 1+= i , (2.8) 
gdzie ( )t
itti
xx ↑
−
= lim  jest wektorem stanu w chwili bezporednio przed nie-
cigłoci, natomiast ( )t
itti
xx ↓
+
= lim  jest stanem układu bezporednio za 
punktem niecigłoci. W chwili t = ti, wyznaczonej przez miejsce zerowe 
gładkiej funkcji hi(x), wystpuje niecigło i w ogólnoci stan układu moe 
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dozna skoku okrelonego przez gładk funkcj  gi(x). W ogólnym przypadku 
moe zachodzi take fi ≠ fi+1. Funkcja hi(x) moe by skalarem (wektorem 
jednoelementowym) jak np. w przypadku uderze lub te moe by wektorem 
wieloelementowym. 
Rys. 2.2. Orbita niezaburzona i zaburzona 
przechodzce przez punkt niecigłoci 
Orbita zaburzona ( ) ( ) ( )ttt 
xxx +=  doznaje niecigłoci w chwili it  in-
nej ni orbita badana (rys. 2.2) 
iii ttt 
+= (2.9) 
i spełnia nastpujce równania 
ii ttt <<−1 : ( )xfx i= , (2.10) 
itt = : ( )−= ii xh0 , (2.11) 
( )−+ = iii xgx , (2.12) 
1+<< ii ttt : ( )xfx 1+= i , (2.13) 
gdzie ( )t
itti
xx ↑
−
= lim  oraz ( )t
itti
xx ↓
+
= lim . Na razie zakładamy, e δti jest 
dodatnie, tzn. trajektoria x(t) osiga niecigło wczeniej ni orbita zaburzo-
na ( )tx  i przyjmujemy nastpujce oznaczenia
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( )
( ).	
,	
iii
iii
t
t
xxx
xxx
−=
−=
++
−−
 (2.14) 
Dla itt =  orbita zaburzona ( )tx  spełnia równanie (2.11), które rozwija-
my w szereg Taylora do wyrazów pierwszego rzdu 
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gdzie symbol D oznacza Jakobian. 
Z powyszego otrzymujemy nastpujce równanie pozwalajce 
obliczy δti 
 
( ) ( )[ ] 0
xf
xxh =+ −−− iiiiii tD . (2.16) 
i zakładamy warunek istnienia jego rozwiza 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]−−−−−− = iiiiiiiiiii 
xxhxfxhxfxh D,DrankDrank , (2.17) 
który oznacza, e orbita zaburzona i niezaburzona s strukturalnie takie same 
(zapewnia to warunek nie zdegenerowanego kontaktu orbity z powierzchni 
niecigłoci Σi). W przypadku, gdy funkcja wskazujca punkt niecigłoci jest 
skalarna, jej Jakobian Dhi jest wektorem i otrzymujemy 
 
( )( ) ( )−−
−−
−=
iiii
iii
it
xfxh

xxh


D
D
. (2.18) 
Teraz rozwijamy w szereg Taylora równanie (2.12) 
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Z (2.13), (2.14) i (2.19) otrzymujemy 
( )
( ) ( )( ) ( )( ),D 1 iiiiiiiiiii
iii
tt
t

xfx
xf
xxgx
xx
x
+
+
+−−−+
++
+−++≈
−= (2.20) 
i ostateczny wynik jest nastpujcy 
iiiiiiiiiii t)]	()()(D[)	(D	 1 ++−−−−+ −+= xfxfxgxxgx , (2.21) 
gdzie δti jest dane przez (2.18). Włanie wyrazilimy zaburzenie bezporednio 
za niecigłoci δx+i, gdy znane jest zaburzenie przed punktem niecigłoci 
δx−i. Jak mona zauway zaburzenie to moe dozna skokowej zmiany na-
wet wtedy, gdy badana orbita zachowuje si w sposób cigły, cho niegładki. 
Przy powyszych wyprowadzeniach przyjlimy δti > 0, jednak takie sa-
me wyniki zostan otrzymane równie dla δti < 0. 
W przypadku opisanym powyej stateczno orbit (okrelona przez war-
toci własne macierzy Jakobiego pola wektorowego dla punktu stałego lub 
macierzy monodromii dla orbity okresowej, lub przez wykładniki Lapunowa 
dla rozwizania nieregularnego) zmienia si w sposób cigły wraz ze zmian 
parametru układu. Wobec tego wszystkie te orbity mog dowiadcza takich 
samych (cigłych) bifurkacji jak orbity układów gładkich (ODEs). 
2.2. Bifurkacje w układach z uderzeniami 
W przypadku orbit o zdegenerowanym kontakcie z powierzchniami nie-
cigłoci, takich jak np. punkty stałe lece na powierzchniach niecigłoci 
[90] lub orbity okresowe charakteryzujce si zdegenerowanym kontaktem z 
powierzchni niecigłoci, moe wystpi niecigło odwzorowania Poinca-
régo (lub pola wektorowego w przypadku punktów stacjonarnych), jego Jako-
bianu i wartoci własnych jako funkcji parametru bifurkacyjnego. Wie si z 
tym moliwo pojawienia si bifurkacji niecigłych, charakterystycznych dla 
układów PWS. Mog to by bifurkacje niecigłe w sensie skokowej zmiany 
wartoci własnych macierzy Jakobiego, podczas której nastpuje przekrocze-
nie granicy statecznoci (jednokrotne lub wielokrotne). Wtedy bifurkacja taka 
jest odpowiednikiem niecigłym klasycznych bifurkacji cigłych lub składa 
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si z takich odpowiedników [90]. Mog to by równie bifurkacje zupełnie 
nowe i nie majce adnych odpowiedników w układach ODEs. 
Podstawowym typem bifurkacji charakterystycznym dla układów PWS 
jest bifurkacja znana w literaturze jako bifurkacja typu „grazing”. Bifurkacja 
ta ma miejsce, gdy cz trajektorii (np. orbity okresowej, quasi-okresowej 
lub innej) staje si styczna do jednej z powierzchni niecigłoci (gdy powol-
nej zmianie ulega parametr bifurkacyjny). Istnieje bardzo szczególna cecha 
bifurkacji typu „grazing” odróniajca j od klasycznych bifurkacji lokalnych 
gładkich pól wektorowych, polegajca na tym, e nie moe by przewidziana 
poprzez obserwacj Jakobianu bezporednio przed bifurkacj. Trajektoria 
zachowuje si tak jak orbita układu gładkiego i nie ma adnej informacji o 
tym, kiedy nastpi kontakt z powierzchni niecigłoci i moe prowadzi do 
dramatycznych zmian jakociowych zachowania si układu. 
Bifurkacja typu „grazing” najczciej badana jest osobno w układach Fi-
lippova i w układach z uderzeniami i znana jest te w literaturze rosyjskiej 
[66] pod nazw bifurkacji typu C (C-bifurcation). Jednak nazewnictwo jest 
nie do koca cisłe, gdy czsto w literaturze pod pojciem bifurkacji typu 
„grazing” rozumie si bifurkacje zachodzce jedynie w układach z uderze-
niami, natomiast bifurkacja typu C jest bifurkacj typow dla układów Fi-
lippova [64]. Czsto mona równie spotka termin bifurkacji kolizji z brze-
giem (border-collision bifurcation), która dotyczy odwzorowa (układów 
z czasem dyskretnym) PWS i wie si z kolizj punktu tego odwzorowania z 
powierzchni niecigłoci. Bifurkacja kolizji z brzegiem jest cile powizana 
z bifurkacj typu „grazing” pola wektorowego [64][66][103]. Na rysunku 2.3 
przedstawiony został schemat analizy lokalnej w pobliu bifurkacji typu „gra-
zing” dla dwóch rodzajów układów PWS: układu z cigłym stanem układu (a) 
i układu ze skokiem wektora stanu (np. układ z uderzeniami) (b). Kolor czer-
wony pokazuje izolowan orbit doznajc bifurkacji, natomiast kolor niebie-
ski oznacza trajektorie ssiednie (zaburzone). Mona wyróni dwa scenariu-
sze bifurkacji typu „grazing”: i) gdy ze zmian parametru bifurkacyjnego 
pewna cz orbity istniejc tylko w jednym z podobszarów przestrzeni fa-
zowej staje si styczna do granicy tego obszaru; ii) gdy ze zmian parametru 
bifurkacyjnego pewna cz orbity istniejca w dwóch obszarach przestrzeni 
fazowej staje si styczna do powierzchni rozdzielajcej te obszary. W ukła-
dach z uderzeniami pierwszy scenariusz odpowiada pojawieniu si na drodze 
orbity nowego uderzenia z mał prdkoci, natomiast drugi scenariusz pole-
ga na zanikniciu istniejcego uderzenia poprzez spadek jego prdkoci do 
zera. 
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a ) 
b ) 
Rys. 2.3. Bifurkacje typu „grazing” dla układów a) Filippova 
i b) z niecigłym wektorem stanu 
Przy analizie klasycznej bifurkacji typu „grazing” zakłada si, e po-
wierzchnia niecigłoci w miejscu kontaktu z orbit jest gładka. Moe jednak 
wystpi sytuacja, e trajektoria przecina powierzchni niecigłoci ji ,Σ  w 
punkcie, gdzie nie jest ona gładka. Powierzchnia ji ,Σ  składa si z dwóch 
gładkich czci )(
,
1
jiΣ  i )(,2jiΣ , które przecinaj si tworzc zbiór C  o wymia-
rze (n − 2), gdzie n jest wymiarem przestrzeni fazowej. Jeli izolowana orbita 
okresowa dla pewnej wartoci parametru bifurkacyjnego przechodzi przez 
punkt C∈c , to ma miejsce bifurkacja typu kolizji z naronikiem (corner-
collision bifurcation) orbity okresowej. W pracy [62], która dotyczy głównie 
układów Filippova, sklasyfikowano dwa rodzaje tej bifurkacji: zewntrzn 
i wewntrzn. Przedstawione s one na rysunku 2.4 dla układu z cigłym 
wektorem stanu. Przypadek pokazany na rysunku 2.4c nie jest bifurkacj typu 
kolizji z naronikiem wg pracy [62], poniewa na jednej z powierzchni nie-
cigłoci )(
,
1
21Σ  wystpuje lizganie si trajektorii (zob. niej) i wykracza on 
poza zakres tamtej pracy. Zauwamy, e obie bifurkacje kolizji z naronikiem 
mog by lub nie podklas bifurkacji typu „grazing” w zalenoci od definicji 
bifurkacji typu „grazing”. 
 49 
a) b) c) 
 
Rys. 2.4. Dwa rodzaje bifurkacji typu kolizji z naronikiem: a) zewntrzna, 
b) wewntrzna, c) na powierzchni )1( 2,1Σ  wystpuje lizganie si trajektorii 
 Na rysunku 2.5 przedstawione zostały przykłady moliwych bifurkacji 
kolizji z naronikiem w układzie z uderzeniami. Naley zwróci uwag, e te 
schematyczne rysunki przedstawiaj trajektorie zrzutowane na pewn płasz-
czyzn współrzdnych przestrzennych (współrzdne odpowiadajce prdkoci 
s niewidoczne) i nie wida na nich skokowych zmian wektora stanu, jak 
równie trajektorie mog si (pozornie) przecina. Rysunki 2.5a i 2.5b przed-
stawiaj dwa scenariusze bifurkacji, która wydaje si by odpowiednikiem 
bifurkacji zewntrznej w układzie Filippova na rysunku 2.3a: i) gdy istniejca 
trajektoria z uderzeniem na pewnej jej czci natrafia (przy zmieniajcym si 
parametrze) na naronik na przeszkodzie i nastpuje gwałtowne zniknicie 
tego uderzenia (a); ii) gdy istniejca trajektoria bez uderze przy zmianie pa-
rametru bifurkacyjnego nagle natrafia na naronik i pojawia si uderzenie (o 
skoczonej prdkoci) (b). Na rysunku 2.4c mamy odpowiednik bifurkacji 
wewntrznej z rysunku 2.3b. 
a) b) c) 
 
Rys. 2.5. Bifurkacje typu kolizji z naronikiem w układzie z uderzeniami 
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W układach PWS mog wystpi jeszcze inne, specyficzne rodzaje ru-
chów, trajektorie lizgajce si wzdłu powierzchni niecigłoci (sliding mo-
tion). Trajektoria taka przebywa na granicy obszarów ji ,Σ  przez pewien 
skoczony czas. Ruch ten moe by równie rozumiany jako nieskoczenie 
wiele przej z jednej strony powierzchni ji ,Σ  na drug w skoczonym cza-
sie. W układzie Filippova warunkiem wystpienia lizgania si jest pole wek-
torowe po obu stronach powierzchni ji ,Σ  skierowane do tej powierzchni (ruch 
przycigajcy – attraction sliding mode) lub po obu jej stronach skierowane 
na zewntrz (ruch odpychajcy – repulsion sliding mode) [61][90]. Na rysun-
ku 2.6 pokazano schematycznie trajektorie lizgajce si po powierzchni nie-
cigłoci w przypadku układu Filippova [61] (a) oraz przykład takiego ruchu 
w układzie z uderzeniami (b), gdzie odcinek lizgania si nastpuje po kolej-
nych coraz to słabszych uderzeniach o przeszkod, gdzie ilo tych uderze 
ronie do nieskoczonoci w skoczonej jednostce czasu. 
a) b) 
 Rys. 2.6. Trajektorie lizgajce si po przeszkodzie w układzie Filippova (a) i w 
układzie z uderzeniami (b) 
Typowym przykładem orbity lizgajcej si wzdłu powierzchni nieci-
głoci jest charakterystyczny w układach z tarciem suchym ruch utwierdze-
nie-polizg (stick-slip), gdzie orbita taka na odcinku utwierdzenia odpowiada 
polizgowi wzdłu powierzchni niecigłoci, jeli układ został odpowiednio 
zamodelowany jako układ PWS. 
Z ruchem wzdłu powierzchni niecigłoci układu PWS wie si nowy 
rodzaj bifurkacji prowadzcej do powstania takiego ruchu – bifurkacja typu 
„sliding” [61][65]. Bifurkacja taka ma miejsce, gdy orbita pod wpływem 
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zmian parametru kontrolnego zaczyna oddziaływa z  podobszarem Σˆ  po-
wierzchni niecigłoci Σ , na którym moliwy jest polizg trajektorii. W pracy 
[65] dokonano klasyfikacji bifurkacji typu „sliding” w układach Filippova 
i wyróniono cztery jej rodzaje, pokazane na rysunku 2.7. 
Rysunek 2.7a przedstawia bifurkacj typu „sliding” I rodzaju (sliding bi-
furcation of type I), gdzie pod wpływem zmiany parametru pewna cz orbi-
ty przechodzi poprzecznie przez granic S  obszaru Σˆ  w punkcie bifurkacji 
(trajektoria czerwona). Dalsze zmiany parametru powoduj, e orbita wchodzi 
w obszar Σˆ  i rozpoczyna si polizg. Naley zwróci uwag, e lokalnie ruch 
odbywa si w kierunku granicy S , gdzie orbita opuszcza obszar polizgu 
stycznie do powierzchni niecigłoci. Na rysunku 2.7b pokazany jest przypa-
dek bifurkacji typu „grazing-sliding”, w którym orbita znajdujca si w pew-
nej czci po jednej ze stron powierzchni Σ , pod wpływem zmian parametru 
wchodzi w kontakt z t powierzchni w miejscu, gdzie moliwy jest polizg. 
Powstaje pewien odcinek ruchu wzdłu powierzchni Σˆ , który lokalnie dy 
do jej opuszczenia i skierowany jest w kierunku granicy S . Bifurkacja typu 
„grazing-sliding” jest wic uogólnieniem bifurkacji typu „grazing”. 
a) b) 
c) d) 
 
Rys. 2.7. Cztery moliwe bifurkacje typu „sliding” w układzie Filippova 
Nastpnym przykładem jest bifurkacja typu „sliding” drugiego rodzaju 
(sliding bifurcation of type II) lub bifurkacja typu „switching-sliding” poka-
zana na rysunku 2.7c. Podobnie jak w przypadku bifurkacji typu „sliding” 
pierwszego rodzaju, tutaj take orbita przekracza poprzecznie granic obszaru 
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Σˆ , jednak ruch na powierzchni Σˆ  odbywa si lokalnie w kierunku od granicy 
S  a odcinki polizgu trajektorii wystpuj zarówno przed jak i po zajciu 
bifurkacji. Czwartym rodzajem bifurkacji „sliding” jest bifurkacja typu „mul-
tisliding” pokazana na rysunku 2.7d. W tym przypadku interesujcy nas odci-
nek trajektorii ley całkowicie w obszarze polizgu Σˆ . Gdy parametr bifurka-
cyjny jest zmieniany, lizgajca si cz orbity dotyka stycznie granicy ob-
szaru S . Dalsza zmiana parametru powoduje powstanie dodatkowego seg-
mentu orbity lecego poza powierzchni niecigłoci Σ  i rozbicia odcinka 
polizgu na dwa segmenty. Bifurkacja ta jest mechanizmem scenariusza do-
dawania polizgu (sliding adding scenario), gdzie jej wielokrotne powtarzanie 
si powoduje powstawanie orbit okresowych o wzrastajcej iloci odcinków 
polizgu. 
Istnieje due podobiestwo wspomnianej orbity o duej iloci odcinków 
polizgu do obserwowanego ostatnio w układach z uderzeniami zjawiska 
„chattering and sticking” [59]. Spotykany w literaturze termin „chattering” 
opisuje ruch, w którym segment ruchu „sliding” jest zastpiony przez du 
ilo szybkich przej trajektorii z jednej strony powierzchni niecigłoci na 
drug. Nie jest to ruch „sliding” ze wzgldu na skoczon ilo przej orbity 
przez powierzchni niecigłoci. 
Bifurkacje moliwe układach PWS stanowi bardzo szerok i rónorodn 
klas i w tej chwili wci brakuje w literaturze spójnej i kompletnej klasyfika-
cji bifurkacji w układach PWS. Jednak ze wzgldu na róny stopie cigłoci 
układu oraz gładkoci powierzchni niecigłoci, jak i rónorodno samych 
bifurkacji istnieje due zrónicowanie tych odwzorowa i istniej trudnoci 
przy ich ujednoliceniu i usystematyzowaniu. 
2.3.  Analiza stabilnoci rozwiza i bifurkacji 
 w układzie potrójnego wahadła fizycznego 
 z przeszkodami 
Przykładowym układem dynamicznym, na którym s prowadzone bada-
nia numeryczne z wykorzystaniem opracowanych metod i narzdzi analizy 
statecznoci i bifurkacji  rozwiza w układach z uderzeniami jest potrójne 
wahadło fizyczne z dowolnie usytuowanymi sztywnymi przeszkodami ogra-
niczajcymi jego ruch [23][24][26]-[28][31]. W układzie takim, jak si okazu-
je, mog zachodzi niecigłoci nie tylko zwizane ze skokow zmian prd-
koci w chwili kolizji wahadła z przeszkod, ale równie moe zachodzi 
zmiana równa róniczkowych opisujcych układ w czasie jego ruchu. Zwi-
zane jest to z moliwoci pojawienia si w rozwizaniu pewnych segmentów 
z trwałym kontaktem pomidzy wahadłem i przeszkod, co oznacza faktycz-
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nie mniejsz liczb stopni swobody i dodatkowe równania algebraiczne, które 
musz by spełnione przez rozwizanie. 
Wybór tego układu wie si z tym, e ju pojedyncze wahadło bez ude-
rze jest ródłem klasycznych zjawisk dynamiki nieliniowej i obiektem zain-
teresowa badaczy od pocztków mechaniki. Z drugiej strony w technice i 
przyrodzie spotyka si obiekty, które naley modelowa jako układy o wielu 
stopniach swobody, czsto równie ze sztywnymi ogranicznikami ruchu. 
Przyjcie jako układu modelowego potrójnego wahadła z uderzeniami pozwa-
la wic z jednej strony bada zjawiska typowe dla układu z uderzeniami i 
testowa opracowane metody i narzdzia bada tych zjawisk, ale stanowi 
równie wany walor aplikacyjny, gdy moe modelowa wiele układów 
mechanicznych spotykanych w technice i przyrodzie. Przykładem moe by 
tutaj układ tłokowo-korbowy silnika spalinowego, zamodelowany w ramach 
prac zwizanych z tym projektem [23], jako szczególny przypadek potrójnego 
wahadła fizycznego z tłokiem jako jednym z wahadeł poruszajcym si z 
luzem w tulei cylindrowej i zderzajcym si z jej ciankami. Pomimo duych 
uproszcze pomijajcych wiele szczegółów technologicznych i przede 
wszystkim pominiciu sił stycznych pomidzy tłokiem i cylindrem, uzyskano 
wyniki bardzo odpowiadajce znanym z literatury danym eksperymentalnym. 
2.3.1. Model potrójnego wahadła fizycznego z przeszkodami 
Rozwamy szczególny przypadek potrójnego wahadła fizycznego z prze-
szkod: trzy jednakowe połczone ze sob prty z poziom przeszkod, z 
wymuszeniem harmonicznym τω11 cosq  działajcym na pierwszy prt, poka-
zany na rysunku 2.8. Wahadła s połczone w punktach iO ( 3,2,1=i ), gdzie 
wystpuje tłumienie wiskotyczne o współczynnikach ic . Połoenie układu 
jest opisane jednoznacznie przez trzy kty iψ  ( 3,2,1=i ). Podajemy tu 
uproszczony model ogólnego układu potrójnego wahadła fizycznego ze 
wzgldu na prowadzenie bada numerycznych najczciej na tym szczegól-
nym przypadku wahadła. Pełen model potrójnego wahadła fizycznego jest 
podany w pracach [26][28][53]. 
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Rys. 2.8. Potrójne wahadło z przeszkod 
Wektor współrzdnych uogólnionych jest wektorem trzech któw 
[ ]1 2 3, , Tψ ψ ψ= . Macierz bezwładnoci ( )M    i wektor sił ( ), , tf    maj
nastpujce bezwymiarowe postacie 
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Zalenoci pomidzy wielkociami bezwymiarowymi i rzeczywistymi s 
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ωαω 11
−
= , jj
|1
1 ψαψ −= ,   jj
||
2
1 ψαψ −= , l
g
14
15
1 =α  
gdzie symbole ( )|...  i ( )•   oznaczaj odpowiednio pochodne wzgldem czasu 
rzeczywistego τ  i czasu bezwymiarowego t , m i l oznaczaj mas i długo 
pojedynczego wahadła. 
Przeszkoda jest opisana za pomoc nastpujcej nierównoci 
 ( ) ( ) ( )1 1 2 3cos cos cos 0,h η ψ ψ ψ= = − + + ≥h    (2.24) 
gdzie .lh=η  Jeli jest spełniony warunek 23 >>η , to zaleno (2.24) jest 
wystarczajca do opisu przeszkody przedstawionej na rysunku 2.8. 
Dynamika potrójnego wahadła fizycznego, którego konfiguracja jest 
ograniczona przeszkodami opisanymi w ogólnoci przez m nierównoci 
h(ψ) = [h1(ψ), …, hm(ψ) ]T ≥ 0, przy załoeniu, e podczas kontaktu wahadła 
z przeszkodami nie wystpuje tarcie suche, na kadym przedziale czasowym 
],[ 1+ii tt  jest opisana nastpujcym układem równa róniczkowych 
i algebraicznych 
( ) ( ) ( ), ,
T
act
actT
t
∂
= +
∂
 
 
 
h 
M   f   

  , 
 ( )0 act= h  , (2.25) 
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( ) ( )0 actact T∂= = ∂
h 
h  

  , 
wraz z nastpujcymi warunkami 
[ ] 0,,,
21
>= Tiiiact sλλλ  , 
( ) ( ) ( ) ( )
1 2
, , , 0
m s
T
inact j j jh h h
−
= >  h     , (2.26) 
gdzie { }mI ,,2,1 =  oznacza zbiór indeksów wszystkich zdefiniowanych
przeszkód ih , },,{ ,21 sact iiiI =  oznacza zbiór indeksów przeszkód trwale 
aktywnych na przedziale ],[ 1+ii tt . Natomiast hact(ψ) = [hi1(ψ), …, his(ψ)]T jest 
wektorem wizów trwale aktywnych na przedziale ],[ 1+ii tt , act  jest wekto-
rem nieujemnych mnoników Lagrange’a, hinact jest wektorem wizów nieak-
tywnych, których indeksy nale do zbioru },,{\
,21 smact jjjII −=  . 
Funkcje (2.26) s funkcjami wyznaczajcymi chwile zdarze 1+it , kiedy 
nastpuje niecigło i przejcie do kolejnego przedziału. Chwila taka nast-
puje, gdy przynajmniej jeden ze składników obu wektorów act  lub  hinact 
osiga warto zerow. W chwili takiej nastpuje odpowiednia zmiana stanu 
układu w przypadku uderzenia i zawartoci zbioru actI  wizów aktywnych 
trwale na kolejnym przedziale. 
Uproszczony algorytm numerycznego całkowania równa (2.25) i uzy-
skania odpowiedzi układu dla przypadku, gdy  tylko jedna nierówno ( )1h 
opisuje ograniczniki  ruchu ( { }1=I ) jest pokazany na rysunku 2.9. Uyto na
nim nastpujcych oznacze: ( )j jt=  , ( )j jt=   , 0' ttt jj ∆+=  ( 0t∆
jest dokładnoci, z jak wykrywany jest pocztek trwałego kontaktu układu z 
przeszkod). Funkcja ( ),g    reprezentuje prawo uderzenia ze współczyn-
nikiem restytucji e, podczas gdy funkcja ( )(0) , , tg    reprezentuje uderzenie 
ze współczynnikiem restytucji równym zeru. Wykrywanie punktów niecigło-
ci odbywa si przez cofanie si o krok całkowania i jego  połowienie w chwi-
li wykrycia zmiany znaku funkcji (2.26).  
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Rys. 2.9. Algorytm uzyskania odpowiedzi układu 
Jako prawo uderzenia, stanowice integraln cz modelu, zostało przy-
jte uogólnione prawo Newtona oparte na pojciu współczynnika restytucji 
[26]-[28][58]. W przypadku uderzenia układu o przeszkod zdefiniowan 
równoci ( ) 0ih =  ma ono ostateczn posta 
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gdzie jt  s wektorami stycznymi do powierzchni uderzenia ( )ih  . 
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Równania wariacyjne układu, powstałe przez linearyzacj równa (2.25) 
s nastpujce (przy załoeniu 0=t ) 
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Równania (2.28) s wane na kadym przedziale ],[ 1+ii tt  pomidzy 
dwoma kolejnymi punktami niecigłoci, natomiast w punkach niecigłoci 
stosujemy równania (2.21) ( [ ], T=x   ). Równania (2.21) i (2.28) s uywa-
ne do badania statecznoci orbit w układzie potrójnego wahadła z uderzenia-
mi, niezbdnej zarówno przy analizie klasycznych bifurkacji orbit okreso-
wych zachodzcych w układach z uderzeniami, jak równie przy obliczaniu 
wykładników Lapunowa. Zauwamy, e równania (2.21) zastosowane z pra-
wem uderzenia ( ) ( )(0)
ii
=g x g x  (z zerowym współczynnikiem restytucji) 
w przypadku pocztku stanu trwałego kontaktu z przeszkod (rys. 2.9), daj 
w wyniku zaburzenia  układu po uderzeniu zgodne z równaniami algebraicz-
nymi wystpujcymi w zwizkach (2.28). Wektor zaburze ley wtedy na 
(2n − 2) - wymiarowej podprzestrzeni (n = 3). 
W przypadku orbit okresowych, stateczno okrela si badajc rozcho-
dzenie si w cigu jednego okresu rozwizania, pocztkowo jednostkowego 
zaburzenia kadej ze zmiennych stanu osobno. Wartoci zaburze na kocu 
okresu tworz macierz monodromii, której wartoci własne okrelaj statecz-
no orbity. Wykładniki Lapunowa stanowi pewne uogólnienie badania 
statecznoci orbit na przypadek atraktorów nieregularnych i s miar rozcho-
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dzenia si wykładniczego zaburze w rónych kierunkach. W pracy stosuje-
my klasyczny algorytm z pewnymi modyfikacjami. Stosuje si co pewien 
okres całkowania równa wariacyjnych procedur reortonormalizacji Gram-
ma-Schmidta. Po zastosowaniu jej do zestawu n wektorów zaburze 
x  speł-
niajcych 2s równa algebraicznych (2.28), otrzymujemy nowy zbiór wekto-
rów zaburze, z których 2n − 2s spełnia równania algebraiczne, natomiast 2s 
zaburze tych wizów nie spełnia. Zerujemy te wektory, w wyniku czego 
otrzymujemy nowy zbiór „zdegenerowanych” ortonormalnych wektorów 
zaburze, spełniajcych równania algebraiczne. 
2.3.2. Analiza numeryczna 
Przedstawiono tu kilka przykładów analizy potrójnego wahadła z prze-
szkod pokazanego na rysunku 2.8, z wykorzystaniem metod opisanych po-
wyej. Na rysunkach uywa si współrzdnych x04 = −sinψ1 − sinψ2 − sinψ3, 
y04 = cosψ1 + cosψ2 + cosψ3, które opisuj połoenie kocówki trzeciego prta 
wahadła na płaszczynie ruchu wahadła. 
Poniej prezentujemy kilka przykładów analizy bifurkacji orbit okreso-
wych, opartej na badaniu statecznoci orbit w układzie kawałkami gładkim. 
Rysunek 2.10a  przedstawia dwie współistniejce orbity okresowe dla 
pewnej wartoci amplitudy wymuszenia 7885.01 =q : stateczn (linia cigła) i 
niestateczn (linia przerywana). Obie orbity zostały znalezione przy zastoso-
waniu metody Newtona bazujcej na statecznoci orbity [10]. Przy malejcym 
parametrze 1q  obie orbity zbliaj si do siebie i w punkcie krytycznym 
7883077.011 ==
∗qq  nastpuje ich anihilacja w bifurkacji typu siodło-wzeł. 
Została ona przedstawiona na rysunkach 2.10b i 2.10c w postaci wykresu 
bifurkacyjnego najwikszych modułów mnoników Floqueta (wartoci wła-
snych macierzy monodromii) dla obu rozwiza (b) i na płaszczynie zespo-
lonej mnoników Floqueta (c), na których wida, e w punkcie bifurkacji 
jeden z mnoników przekracza okrg jednostkowy płaszczyzny zespolonej i 
rozwizanie okresowe traci stateczno. Bifurkacja ta jest cigła w tym sensie, 
e mnonik przekracza granic statecznoci w sposób cigły bez skoku, po-
mimo, e orbita zawiera uderzenia. 
60 
c) 
Rys. 2.10. Bifurkacja siodło-wzeł w układzie o parametrach 1.0321 === ccc , 
11 =ω , 5.2=η , 1=e : dwie orbity okresowe (stateczna – linia cigła i niesta-
teczna – linia przerywana) dla 7885.01 =q  (a), odpowiadajcy wykres biurka- 
cyjny najwikszego modułu mnonika Floqueta (b) oraz mnoniki Floqueta 
na płaszczynie zespolonej (c) z widoczn bifurkacj dla 7883077.011 == ∗qq  
Rysunek 2.11a przedstawia wykres bifurkacyjny z pocztkiem dla 
7885.01 =q . Przy malejcej amplitudzie 1q , dla pewnej krytycznej wartoci 
parametru 78827.011 ==
∗qq  nastpuje cigła bifurkacja Neimarka-Sackera, 
pokazana na płaszczynie zespolonej mnoników Floqueta na rysunku 2.11b. 
Gdy para zespolonych mnoników Floqueta przekracza okrg jednostkowy, 
rozwizanie okresowe traci stateczno i generuje si niezmienniczy stateczny 
torus. Gdy czstoci tworzce torus s niewspółmierne, to rozwizanie na 
torusie jest quasi-okresowe. 
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a) 
 
b) 
 
Rys. 2.11. Bifurkacja Neimarka-Sackera w układzie o parametrach 
1.0321 === ccc , 11 =ω , 5.2=η , 1=e : a) wykres bifurkacyjny 
przekrojów Poincarégo, b) oraz mnoniki Floqueta na płaszczynie 
zespolonej z widoczn bifurkacj dla 78827.011 == ∗qq  
W dalszej czci przedstawiony przykład zachowania si układu w pobli-
u bifurkacji typu grazing. Nastpujce parametry s przyjte jako stałe 
c1 = c2 = c3 = 0.1, q1 = 0.75, ω1 = 1, e = 0. Połoenie poziomej przeszkody η 
jest zmieniane jako parametr bifurkacyjny w przedziale η ∈ [2, 3] (rys. 2.12). 
W tabeli zawarto wykładniki Lapunowa dla wszystkich przedstawionych tu 
przykładów atraktorów nieokresowych. 
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Rys. 2.12. Wykres bifurkacyjny z wolno zmienianym połoeniem poziomej 
przeszkody wahadła 
Najpierw połoenie przeszkody η jest powoli zmieniana od wartoci 
η = 3 do 2. Na pocztku układ porusza si po orbicie okresowej bez kontaktu 
z przeszkod, jak to pokazano na rysunku 2.13a. Jednak przeszkoda stopnio-
wo przyblia si do poruszajcego si wahadła i dla  η ≈ 2.19 rozwizanie 
“prawie dotyka” przeszkody (rys. 2.13b). Dalszy spadek wartoci η  powodu-
je kolizj rozwizania z przeszkod i jego zniknicie. Układ przeskakuje na 
inny współistniejcy atraktor (4-okresowy, asymetryczny), pokazany na 
rysunku 2.13c. Nastpnie układ przechodzi bifurkacj złamania-symetrii (dla 
2.144η ≈ ), po której staje si symetryczne (rys. 2.13d) dla 2.13η = . Dalsza 
zmiana wartoci parametru η  powoduje wejcie układu w obszar chaosu, 
z przykładem pokazanym na rysunku 2.13e (trajektoria) i 2.13f (przekrój 
Poincarégo). Naley zauway, e spektrum wykładników Lapunowa posiada 
dwa wykładniki w minus nieskoczonoci, czego przyczyn jest trwały kon-
takt wahadła z przeszkod na pewnych segmentach rozwizania. 
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a) b)
c) d)
e) f)
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Rys. 2.13. Atraktory układu odpowiadajce wykresowi bifurkacyjnemu 
z rysunku 2.11 przy zmianie parametru η  od 3 do 2 
Nastpnie zmieniamy kierunek zmian parametru η . Układ ponownie 
wchodzi w obszar zachowa okresowych. Przechodzi dwie kolejne bifurkacje 
złamania symetrii (prost i odwrotn) i ponownie wchodzi w obszar chaosu, z 
przykładowym atraktorem pokazanym na rysunku 2.14a (trajektoria) i 2.14b 
(przekrój Poincarégo), dla 2.26η = . Przedział chaosu jest przerywany przez 
kilka okien okresowych i dla 2.306η ≈  pojawia si obszar quasi-okresowy. 
Przykładowy atraktor quasi-okresowy jest przedstawiony na rysunku 2.14c 
(trajektoria) i 2.14d (przekrój Poincarégo), dla 2.32η = . Przedział quasi-
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okresowy koczy si bifurkacj Neimarka-Sackera dla 2.326η ≈ , kiedy to 
torus degeneruje si do rozwizania okresowego z uderzeniami, pokazanemu 
na rysunku 2.14e dla 2.40η = . Przy dalszym wzrocie parametru η , kontakt 
wahadła z przeszkod staje si coraz słabszy i dla 2.647η = (rys. 2.14f) roz-
wizanie okresowe z uderzeniami zanika. Układ przeskakuje do atraktora 
okresowego bez uderze (rys 2.13a), od którego scenariusz si rozpoczł. 
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Rys. 2.14. Atraktory układu odpowiadajce wykresowi bifurkacyjnemu 
z rysunku 11 przy zmianie parametru η  od 2 do 3
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Zaprezentowany model potrójnego wahadła fizycznego z uderzeniami 
sam w sobie stanowi warto ze wzgldu na moliwo modelowania róno-
rodnych układów mechanicznych spotykanych w praktyce inynierskiej. Po-
nadto zaprezentowany model daje si łatwo uogólni na dowolny układ me-
chaniczny z idealnymi przeszkodami ograniczajcymi ruch. Opracowany 
model uderzenia w układzie o wielu stopniach swobody, model trwałego kon-
taktu pomidzy układem i przeszkod jak i algorytm przejcia układu do stanu 
trwałego kontaktu z barier nie jest problemem prostym, rzadko spotykanym 
w literaturze, zwłaszcza polskojzycznej. Jako weryfikacj poprawnoci opra-
cowanych metod mona uzna zadowalajco zgodne z danymi literaturowymi 
wyniki bada układu korbowego jako potrójnego wahadła fizycznego z ude-
rzeniami [23].  
Dodatkowo dla  przedstawionego modelu potrójnego wahadła z prze-
szkodami opracowane zostały metody i algorytmy badania statecznoci roz-
wiza, modyfikujce i uogólniajce metody klasyczne bada statecznoci 
orbit w układach gładkich. Przedstawione zostały równie interesujce przy-
kłady wykorzystania tych metod do analizy numerycznej konkretnych ukła-
dów mechanicznych. Naley podkreli, e rzadko spotyka si w literaturze 
przykłady takiej analizy w układach o podobnym stopniu złoonoci, kiedy 
oprócz uderze moliwy jest trwały kontakt układu z przeszkod. Jeeli ju 
si takie spotyka, to dotycz one szczególnych przypadków, podczas gdy 
opracowany przez nas model wraz z metodami jego bada jest ogólny. 
 Tabela 2.1  
Widma wykładników Lapunowa przedstawionych rozwiza okresowych 
rysunek λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6,7 atraktor 
2.13-e, f +0.04 0 -0.20 -0.79 -1.97 -∞ chaotyczny 
2.14-a, b +0.01 0 -0.12 -0.74 -1.92 -∞ chaotyczny 
2.14-c, d ±0.04 0 -0.10 -1.05 -2.00 -∞ quasi-kresowy 
 Podane zostały przykłady wykorzystania badania statecznoci orbity 
okresowej do szukania i znajdywania orbit okresowych zarówno stabilnych, 
jak i niestabilnych. Podano kilka przykładów badania bifurkacji klasycznych 
orbity okresowej z wykorzystaniem opracowanych metod analizy. Naley tu 
zwróci uwag na fakt, e w badanym układzie mog zachodzi bifurkacje 
zarówno klasyczne, typowe dla układów gładkich, jak i nieklasyczne, charak-
terystyczne dla danego typu układów z uderzeniami. Tym niemniej naley 
podkreli, e badanie klasycznych bifurkacji orbit okresowych w układzie z 
uderzeniami wymaga zmodyfikowanych metod klasycznych, takich jak opra-
cowane i uyte w ramach tego projektu. Oprócz znajdywania orbit okreso-
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wych i badania ich bifurkacji, bazujc na analizie rozchodzenia si zaburzenia 
rozwizania, zostały opracowana i przetestowana metoda obliczania wykład-
ników Lapunowa w tego typu układach. W tabeli 2.1 podano kilka przykła-
dów identyfikacji atraktora (okresowy, quasi-okresowy czy chaotyczny). 
Chyba najbardziej charakterystyczn cech czci projektu dotyczcej 
układu z uderzeniami, jest analiza statecznoci orbity kawałkami lecej na 
sztywnej przeszkodzie. Nie spotyka si w literaturze przykładów obliczania 
wykładników Lapunowa dla takich rozwiza, zwłaszcza w układach mecha-
nicznych o wielu stopniach swobody. Charakterystyczny jest fakt otrzymania 
dwóch wykładników Lapunowa  w minus nieskoczonoci w przypadku orbi-
ty, która posiada przynajmniej jeden segment trajektorii o trwałym kontakcie 
z przeszkod, co mona interpretowa jako faktyczn redukcj iloci stopni 
swobody układu z takim rozwizaniem.  
Oprócz bifurkacji klasycznych typowym przykładem bifurkacji zacho-
dzcej w tym układzie jest nieklasyczna bifurkacja orbity okresowej typu 
grazing, wica ze zdegenerowanym kontaktem orbity okresowej z prze-
szkod. W literaturze nie spotyka si analizy tej bifurkacji w układzie z ude-
rzeniami o wielu stopniach swobody, ponadto nie jest typowe przedstawianie 
tej bifurkacji w przypadku pojawiania si w okolicy punktu bifurkacyjnego 
nie tylko orbit z uderzeniami, ale równie rozwiza z trwałym kontaktem 
układ-przeszkoda. 
Poza niewtpliwym bogactwem tego układu w sensie moliwych do ob-
serwacji i analizy zjawisk dynamiki typowych dla układów o wielu stopniach 
swobody ze sztywnymi przeszkodami, posiada on istotny dodatkowy walor 
techniczny, polegajcy na moliwoci badania zachowa spotykanych w 
technice układów mechanicznych. Za przykład moe tu posłuy wspominany 
ju układ korbowy silnika spalinowego. 
Naley jednak zwróci na koniec uwag na fakt, e w modelu przyjto 
przeszkody idealne, tzn. bez tarcia suchego, czyli bez sił stycznych do po-
wierzchni przeszkody działajcych na układ w czasie kontaktu z przeszkod. 
Stanowi to pewne uproszczenie, jeeli bdziemy bada rzeczywiste obiektu za 
pomoc opracowanego modelu, gdy wiadomo, e tarcie towarzyszy nieod-
łcznie zjawiskom rzeczywistym. Zwrómy jednak uwag, e w literaturze 
tarcie suche i uderzenia s analizowane niezalenie i jeeli wystpuj nawet 
jednoczenie w modelu, to s one od siebie niezalene. Nie spotyka si raczej 
analizy statecznoci w przypadku wystpowania jednoczesnego uderze i 
tarcia suchego na powierzchni uderzenia. Dlatego ten kierunek naley wybra 
do dalszych bada i rozwijania opracowanych ju metod. 
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3. DYNAMIKA UKŁADÓW KONTAKTOWYCH
Z UWZGLDNIENIEM PROCESÓW
TRYBOLOGICZNYCH I CIEPLNYCH
3.1. Wstp 
Układy mechaniczne kontaktujcych si ciał mog drga samowzbudnie. 
Ten typ drga jest omawiany w wielu monografiach powiconych drganiom 
nieliniowym [10][70][85][99] [120] oraz w wielu artykułach [105]. Drgania 
samowzbudne nale do niegasncych drga, które s podtrzymywane przez 
zewntrzne ródła energii w nieliniowym układzie niezachowawczym. 
W urzdzeniach technicznych drgania samowzbudne s najczciej zja-
wiskiem szkodliwym, bo mog spowodowa nawet zniszczenie obiektu drga-
jcego. Do takich zjawisk nale drgania wywołane opływem powietrza wo-
kół drgajcych cigien, prtów, powłok (np. flatter skrzydła samolotu lub 
drgania przewodów elektrycznych). Czstym przypadkiem s drgania samo-
wzbudne wywołane sprzeniem ciernym poruszajcych si wzgldem siebie 
ciał (np. w łoysku lizgowym w warunkach braku smarowania). Podobnie 
drgania takie zakłócaj prac napdu podczas włczania sprzgła samocho-
dowego, jak równie prac zespołów lizgowych w przyrzdach pomiaro-
wych. Powszechnie znane s drgania łopatek turbiny, drgania mostów wisz-
cych, które inynierowie staraj si wyeliminowa. 
Podstawowe metody i problemy z zakresu analizy drga samowzbudnych 
podano w monografiach [5][10][11][85][107]. W pracy [129] wykazano, e 
wprowadzenie dodatkowego tarcia suchego do układu powoduje powstanie 
stabilnego połoenia równowagi. Obszar przycigania tego rozwizania jest 
tym wikszy, im wikszy jest wkład tarcia suchego, a do momentu, w któ-
rym nastpuje zanik drga samowzbudnych. 
Przy ruchu wzgldnym trcych si ciał, w zakresie małych wartoci prd-
koci, rzeczywista prdko lizgania moe zmienia si w sposób skokowy. 
Taki ruch skokowo-polizgowy nazywany jest „stick-slip” (styk-polizg). 
Drgania samowzbudne typu „stick-slip” wystpuj w wielu układach maso-
wo-sprystych z tarciem lizgowym. Na przykład drgania w układzie: nó-
imak-suport lub w układzie: element obrabiany-obrabiarka mog znacznie 
pogorszy jako obrabianych powierzchni. Rozpatrywane modele mog by 
przydatne do ilustracji i analizy zjawiska „stick-slip” wystpujcego w zespo-
łach napdowo-posuwowych obrabiarek [93]. 
Ruch skokowy przy tarciu towarzyszy zjawiskom wzgldnego polizgu i 
wzgldnego spoczynku i powstaje wskutek drga samowzbudnych przy 
zmniejszeniu współczynnika tarcia ze zwikszeniem prdkoci polizgu. 
Główn przyczyn powstania drga samowzbudnych jest istnienie dodatniej 
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rónicy midzy siłami spoczynku (tarcie statyczne) i polizgu (tarcie kine-
tyczne) i warto siły tarcia ulega zmniejszeniu przy zwikszeniu prdkoci 
wzgldnej (patrz rysunek 3.1). 
Ruchom skokowym zwizanym z tarciem powicono wiele prac. Dla 
przykładu wymienimy tutaj jedynie prace przegldowe [79][86]. Przy małych 
prdkociach polizgu daje si zauway nierównomierno ruchu polegajca 
na okresowo zmiennych ruchach i stanach spoczynku (zatrzyma). 
Niestabilny ruch posuwowy zespołów roboczych (przejawiajcy si w po-
staci ruchu skokowego, wystpujcy przy małych prdkociach posuwu oraz 
wahaniach prdkoci lizgania) przysparza duo kłopotów konstruktorom, 
producentom i uytkownikom obrabiarek. Problem ten jest aktualny, ponie-
wa wymagania w odniesieniu do precyzji działania obrabiarek i dokładnoci 
obróbki stale wzrastaj. 
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Rys. 3.1. Wykres zalenoci współczynnika 
tarcia kinetycznego od prdkoci wzgldnej 
trcych si ciał 
W obrabiarkach drgania cierne typu „stick-slip” obniaj dokładno 
obróbki i jako uzyskiwanych powierzchni. Dlatego te drgania te były 
i s nadal przedmiotem ywego zainteresowania wielu badaczy [73][74] 
[82][85][119][128][132]. 
Rozdział trzeci tej ksiki powicono metodom analizy i modele dyna-
miki układów kontaktowych z uwzgldnieniem wytwarzania ciepła i zuycia 
wskutek tarcia. Naley podkreli, e stosowane dotychczas metody i modele 
matematyczne układów kontaktowych wykorzystywane były osobno. Z jednej 
strony bowiem podczas analizy modeli dynamicznych układów nie uwzgld-
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niano procesów tribologicznych powstajcych na powierzchni kontaktowej 
[5][11][10][79][85][94]. Z drugiej strony, modele układów kontaktujcych si 
ciał uwzgldniajce efekty tribologiczne nie brały pod uwag ich bezwładno-
ci [4][60][143]. Niniejszy rozdział wypełnia luk w tym obszarze, bowiem 
zaproponowane w nim modele umoliwiaj prognozowanie zachowania si 
rzeczywistych układów kontaktowych. 
Rozdział ten dotyczy modelowania dynamiki układów kontakto-
wych z uwzgldnieniem procesów tribologicznych oraz rozwizania 
pewnego zagadnienia dla kontaktujcych si ciał w procesie ich rozru-
chu, ruchu okresowego oraz hamowania. 
W odrónieniu od zazwyczaj przyjmowanego modelu dynamiki sztyw-
nych kontaktujcych si ciał, w tym rozdziale uwzgldniono ich odkształcal-
no, jak i procesy tribologiczne. Ponadto uwzgldniono bezwładno ciał i 
zaleno siły tarcia od prdkoci lizgania. 
Wyniki tego rozdziału wykazuj, e podczas dynamiki układów kontak-
towych wan rol odgrywaj procesy tribologiczne, a w szczególnoci gene-
racja cieplna poprzez siły tarcia oraz procesy zuycia. 
3.2. Budowa modelu termosprystego kontaktu 
poruszajcych si ciał 
Najpierw podamy ogólne zasady modelowania termosprystego kontak-
tu poruszajcych si ciał [20][22][30][115]. 
Przy obcieniu siłowym układu ciała ( 2,1=l ) mog (wektor główny sił 
zewntrznych i jego moment s nie zerowymi) przej do stanu ruchu. B-
dziemy zakłada, e wydłuenia (skrócenia) wzgldne i odkształcenia ktowe 
s małymi w stosunku do jednoci (załoenia liniowej teorii sprystoci). 
Natomiast przesunicie ciał i ich przemieszczenia, zwizane z obrotem (jako 
brył sztywnych), nie s małe. W dalszych rozwizaniach wykorzystamy ten-
sor odkształce Greena i nieliniowe równania ruchu ciał sprystych w ujciu 
Lagrange’a [102][131] 
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ˆdiv
t
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l
ll
∂
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=+
ub ρ , 2,1=l , (3.1) 
 
l
kj
k
l
i
ij
l
ij
x
uP σδ )( 1
∂
∂
+= , 2,1=l . (3.2) 
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gdzie ji
l
ij
l PP ii ⊗=ˆ  jest tensorem pseudonapre Pioly; jilijl ii ⊗= σσˆ  jest 
tensorem pseudonapre Kirchhoffa, lρ  jest gstoci materiału ciała, 
jiji ijij ≠=== ,0;,1 δδ . 
Na ciała w chwili pocztkowej zaczynaj działa obcienia mechaniczne 
lΓu , lΓt  i cieplne lT Γ , lqΓ  ( 2,1=l ). Główny wektor i główny moment ob-
cie zewntrznych lb , lΓt  bdziemy przyjmowa jako róne od zera, co 
wymusza ruch ciał. W pewnej chwili 0>t  ciała zajm pewn now konfigu-
racj w przestrzeni w pobliu konfiguracji ciał doskonale sztywnych, przy 
czym ich geometria i gsto odpowiada odpowiednio charakterystykom nie-
obcionych ciał sprystych. Punkt j
l
j
l
x ir =1 zajmie miejsce lr~ : 
lll
11
~ urr += , gdzie l1u  jest wektorem przemieszcze punktu o współrzdnych 
lll uuu 131211 ,,  (rysunek 3.2). 
Oi
1O
1i
Μ~
1X
X
Y
Z
1Y
1Z
Μ
k
j
2i
3i
lr~
lu
l
1u
lU
l
1r
lr
Rys. 3.2. Rozkład przemieszczenia ogólnego l1u  ( 2,1=l ) 
Naley podkreli, e przemieszczenia l1u  nie s małe. Ponadto tak sfor-
mułowane zagadnienie nieliniowe zawiera w sobie zagadnienie zwizane 
z dynamik ciał termosprystych. Nie ma potrzeby dodawania równa ruchu 
i formułowania warunków brzegowych poprzez wprowadzenie dodatkowych 
równa. Na przykład twierdzenia o ruchu rodka masy i zmianie krtu wyni-
kaj [131] bezporednio z równa ruchu i warunków brzegowych. 
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Całkujc równania ruchu wzdłu objtoci pocztkowej i dokonujc za-
miany całek potrójnych na całki powierzchniowe (twierdzenie Gaussa-
Ostrogradskiego), otrzymujemy [131] nastpujce równanie wektorowe (rów-
nanie opisujce ruch rodków mas kontaktujcych si ciał): 
 
l
l
l
dt
dM RU =2
2
, 
ΩΓΓ
Γ ++=
ll
c
l
dvdSdS lclll bptR
σ
, 2,1=l , (3.3) 
gdzie 
 
ΩΩ
+
Ω
=
Ω
=
ll
dvdv lll
l
l
l )(1~1 11 urrU , (3.4) 
Powyej przyjto oznaczenia: lU  – połoenie rodków mas ciał sprys-
tych i jednorodnych, lllM Ω= ρ , lρ  ( 2,1=l ) jest gstoci materiału ciała; 
1Ω , 2Ω  s obszarami ograniczonymi powierzchniami 11 Ω∂=Γ , 22 Ω∂=Γ ; 
clp  – nieznany wektor naprenia działajcy na element powierzchni kontak-
towej ( 2,1=l ). W pewnej chwili 0>t  ciała zajm pewn now konfiguracj 
w przestrzeni w pobliu konfiguracji ciał doskonale sztywnych, przy czym ich 
geometria i gsto których odpowiada odpowiednio charakterystykom nie-
obcionych ciał sprystych. Punkt j
l
j
l
x ir =1  zajmie miejsce lr~ : 
lll
11
~ urr += , gdzie l1u  jest wektorem przemieszcze punktu o współrzdnych 
lll uuu 131211 ,,  Bdziemy zakłada, e ruch ciała sprystego 
l
1u  ( 2,1=l ) składa 
si (jak i dla ciała doskonale sztywnego) z ruchu rodka masy i obrotu wokół 
niego. Po wprowadzeniu, obok pocztkowego nieruchomego układu współ-
rzdnych układu współrzdnych ruchomych, wektor ogólny przemieszczenia 
przyjmie posta: 
 
lllll
11 rurUu −++= , (3.5) 
gdzie: OOl 1=U  jest przemieszczeniem rodków mas ciał ( 2,1=l ); lr  jest 
wektorem tego punktu w układzie współrzdnych ruchomych, który miał te 
same współrzdne w pocztkowym układzie nieruchomym ( jljl x er = , ie =1 , 
je =2 , ke =3 ); lu  jest wektorem przemieszczenia, który uwzgldnia odchy-
lenie punktów ciał sprystych od ciał doskonale sztywnych. 
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Z uwzgldnieniem tego wektora i zwizków Duhamela-Neumana równa-
nia ruchu przyjm posta: 
2
1
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grad1rotrot  divgrad
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l
ll
l
ll
l
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∂
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−
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ρ
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ν
, (3.6) 
gdzie róniczkowanie w lewej czci równania wektora przemieszczenia 
wzgldnego lu  odbywa si w układzie współrzdnych ruchomych ( kji ,, ). 
W prawej czci znajduje si przemieszczenie całkowite, które wyraone jest 
poprzez wektor przemieszczenia ogólnego l1u . Wprowadzajc do prawej cz-
ci równania wektor lu , bdziemy zakłada, e masowe momenty bezwład-
noci dla ciał sprystych s równe masowym momentom bezwładnoci dla 
ciał doskonałe sztywnych. Ostateczne otrzymujemy: 
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T grad12 U , 2,1=l , (3.8) 
gdzie: )23( llll µλαγ += , ll µλ ,  s współczynnikami Lamégo, lν  jest współ-
czynnikom Poissona, la  jest współczynnikiem wyrównania temperatury 
( 2,1=l ), )~,~,~( llll rqp=  jest wektorem chwilowej prdkoci ktowej okre-
lonym przez równania Eulera: 
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 (3.9) 
natomiast lll CBA ,,  masowymi momentami bezwładnoci ciał ( 2,1=l ). 
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Jak wida, równania (3.9) s zwizane z równaniami (3.7) poprzez mo-
menty pochodzce od sił Coriolisa i od sił bezwładnoci ruchu wzgldnego. 
Przyjcie obcie mechanicznych lΓu , lΓt , lb  i cieplnych lT Γ , lqΓ  
( 2,1=l ) zmieniajcych si bardzo (dostatecznie) wolno w czasie (czas zmia-
ny obcienia jest wikszy od czasu 2ll cb , gdzie lb  oznacza wymiar ciała l , 
ll
lc ρµ=2 ) pozwala wykorzysta quasi-statyczne równania termospry-
stoci (mona pomin człony bezwładnociowe w równaniach ruchu (3.7)). 
W pracy [42] na przykładzie klasycznego zagadnienia typu Lamba [46] wy-
znaczono wielko impulsu zaburzenia, dla którego mona wykorzysta roz-
wizanie quasi-statyczne. 
W ogólnym przypadku powierzchnia ciała l  lclullul Γ∪Γ∪Γ∪Γ=Γ σσ  lub 
∪Γ=Γ lT
l ∪Γlq
l
c
l
Tq Γ∪Γ , ( 2,1=l ), gdzie stlsllslc Γ∪Γ∪Γ=Γ , luΓ , lσΓ , luσΓ  
oznacza powierzchni, gdzie zadane s przemieszczenia, naprenia lub wa-
runki typu Winklera. lTΓ , 
l
qΓ , 
l
TqΓ , 
l
cΓ  oznaczaj powierzchni, gdzie okre-
lona jest temperatura, jej gradient oraz warunek Newtona lub warunek kon-
taktu cieplnego. lsΓ , 
l
stΓ , 
l
slΓ  s powierzchniami, gdzie pojawia si luz, scze-
pienie lub polizg. 
Wektor naprenia Nlp  działajcy na element powierzchni ldΓ  o nor-
malnej ),,( 321 llll NNNN  wyznaczamy w sposób nastpujcy: llNl σˆ⋅= Np  
( lijliNlj Np σ≡ ). Wprowadzenie załoenia 21 ccc NNN −≈≈  prowadzi do zale-
noci =⋅−=⋅ 2211 ˆˆ σσ cc NN
cp− . Ponadto wprowadzimy równie wektor 
przemieszenia wzgldnego ciał o postaci 12 uuw −= . 
Rozłómy wektor naprenia cp  na składow cpN−  w kierunku nor-
malnym oraz na składow styczn τp  w płaszczynie cdΓ : c
cp Np ⋅−= , 
c
c pNpp +=τ
c
ccI pNN )ˆ( ⊗−= , 22 )()( pp c −= pτ  p(  – nacisk normal-
ny, τp  – naprenie styczne). Rozłómy wektor przemieszczenia lu  na skła-
dow c
l
Nu N  w kierunku normalnym oraz na składow styczn 
l
τu  w płasz-
czynie cdΓ : c
ll
Nu Nu ⋅= , =−= c
l
N
ll
u Nuu τ lccI uNN )ˆ( ⊗− . Ponadto roz-
łómy wektor przemieszczenia wzgldnego w  na składow cNw N  w kierun-
ku normalnym oraz na składow styczn τw  (lizganie styczne) w płaszczy-
nie cdΓ : cNw Nw ⋅= , =−= cNw Nwwτ wNN )ˆ( ccI ⊗− . 
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Zapiszemy nastpujce ogólne warunki kontaktowe: 
(i) kinematyczne warunki kontaktowe na powierzchni: 
00
12 >++−= wNN Uguug , 0
1
=
Np , 02 =Np , sx Γ∈ , (3.10) 
),,,( tTppg Np τε= , 0≥p , stslx Γ∪Γ∈ ; (3.11) 
(ii) siłowe warunki kontaktowe na powierzchni: 
ptTpFp ),,(0<τ , ),,,(12 tTppuuw τττττ ε =−= , stx Γ∈ , (3.12) 
pTwpfp ),,( ττ = , τττ λ ppw  −= , slx Γ∈ ; (3.13) 
(iii) cieplne warunki kontaktowe o postaci 
)()( 1221 pRTTqq −=+ , pwTwpfqq ττη  ),,()1(21 −=− , slx Γ∈ , (3.14) 
)()( 1221 pRTTqq −=+ , 021 =− qq , stx Γ∈ ,  (3.15) 
)()( 0121221 wNN UguuRTTqq ++−−=+ , 021 =− qq , sx Γ∈ , (3.16) 
gdzie: 2)( 21 TTT +=  oznacza temperatur kontaktow; 012 guug NN +−=
jest luzem (szczelin na przykład powietrzn), jeeli 0>g ; pg  jest wciskiem 
wstpnym, gdy 0=g ; 0g  jest luzem pocztkowym, gdy 00 >g  i wciskiem 
wstpnym, gdy 00 <g ; )(⋅R  jest wielkoci zwan oporem cieplnym i zaley 
od cinienia kontaktowego ( stx Γ∈ ) lub od luzu ( sx Γ∈ ); llN uu τ,  opisuj od-
powiednio normaln i styczn składow przemieszcze punktu Γ ; τw  jest 
polizgiem stycznym; według Archarda model zuycia ma posta 
τwpKU
ww  = , gdzie wK  jest współczynnikiem zuycia; ),,,( tTppN τε  jest 
sztywnoci kontaktow; ),,( Twpf τ  jest kinetycznym współczynnikiem 
tarcia, który w ogólnym przypadku zaley od cinienia kontaktowego, prd-
koci wzgldnej oraz czasu. Ponadto bdziemy zakłada, e 
=− ),,( Twpf τ ),,( Twpf τ−  i wówczas gsto generowanego ciepła okre-
lone jest nierównoci 0),,( >ττ wTwpf   dla dowolnego kierunku lizgania. 
Gsto strumienia energii tarcia wynosi pwTwpftq ττ  ),,()( = . 
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W ramach tego rozdziału przeprowadzono modelowanie matematyczne 
zagadnienia dotyczcego drga pary ciernej składajcej si z ciała sztywnego 
(tulei) połczonego z obudow przy pomocy spryn i tłumików i obracajce-
go si termosprystego wału [45][47][48][49]. 
3.3. Model termosprystego kontaktu obracajcego 
si walca i ruchomej tulei 
3.3.1. Układ modelowy 
Sprysty i przewodzcy ciepło walec o promieniu 1R  został wcinity 
do tulei o wartoci nacisku wstpnego )(0 thU U  ( ∞→→ tthU ,1)( ). Warto 
promienia wewntrznego tulei nasadzonej na walec wynosi 01 UR −  
( 110 <<RU ), a walec został cinity o warto )(0 thU U  w kierunku promie-
niowym. 
Nacisk wstpny moe by równie realizowany poprzez osadzenie dwóch 
półpanewek opasanych na wale i docinitych pewnym napiciem wstpnym 
[5]. Schemat analizowanego w tym rozdziale układu przedstawiono na rysun-
ku 3.3. 
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Rys. 3.3. Schemat analizowanego układu 
Tuleja jest połczona z obudow przy pomocy spryn. Zakładamy, e 
w modelu tym tuleja (panewka) jest ciałem doskonale sztywnym, a spryny 
promieniowe s wstpnie cinite i posiadaj współczynnik sztywnoci 1k , 
natomiast spryny w kierunku stycznym charakteryzuj si nieliniow 
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sztywnoci 2k , 3k  typu Duffinga w odniesieniu do jednostki długoci tulei. 
W kierunku stycznym na tulej działa siła tłumienia odniesiona do jednostki 
długoci tulei ( c  oznacza współczynnik oporu lepkiego). 
Zakłada si, e walec obraca si z tak prdkoci ktow )(1 tϕ , e mo-
na pomin siły odrodkowe mogce pojawi si w analizowanym układzie. 
Zakładamy, e prdko ktowa obrotu walca )(1 tω∗Ω  ( ∗Ω - stała z wy-
miarem prdkoci ktowej) ulega zmianie zgodnie z prawem ruchu obrotowego 
walca po przyłoeniu momentu )(0 thMM M=  ( ∞→→ tthM ,1)( ) odniesio-
nego do jednostki długoci walca. 
Zakładamy, e midzy tulej (panewk) a walcem wystpuje tarcie suche 
przypadajce na jednostk długoci i okrelone funkcj )( rt VF , przy czym rV  
jest prdkoci wzgldn tulei i wału 1211 RRwVr ϕϕτ  −=≡ . 21, BB  s maso-
wymi momentami bezwładnoci walca i tulei równie przypadajce na ich 
jednostk długoci. W pracy przyjto, e zgodnie z załoeniem Amontonsa 
siła tarcia tF  jest równa iloczynowi składowej normalnej reakcji )(tN  
i współczynnika tarcia, tzn. )()( tNVfF rt =  jest sił tarcia okrelajc opór 
przemieszczania si dwóch ciał wzgldem siebie ( )( rVf  oznacza współczyn-
nik tarcia kinetycznego). 
Tak zwana krzywa Stribecka [85] (rysunek. 3.1) posiada minimum przy 
minVVr =  i dla minVVr <  obserwuje si charakterystyczne zmniejszenie 
współczynnika tarcia ( 0)( <′ rVf ). 
Wskutek działania sił tarcia tF  na powierzchni kontaktu dla 1RR =  na-
stpuje wytwarzanie si ciepła poprzez tarcie i dochodzi do zuycia wU . 
Ogólnie przyjmuje si [92], e praca sił tarcia przekształca si w energi 
ciepln. Praktycznie oznacza to powstawanie dwóch strumieni ciepła 1q  i 2q , 
które skierowane s w kierunku do wewntrz ciał trcych. Niech ),(1 trT  
oznacza temperatur walca i niech wynosi ona otT  w chwili pocztkowej. 
Zakładamy, e tuleja idealnie przewodzi ciepło i pomidzy walcem i tulej 
zachodzi wymiana ciepła zgodnie z załoeniami Newtona, a temperatura oto-
czenia zewntrznego zmienia si według prawa )(0 thTT Tot + . 
Zagadnienie sprowadza si do wyznaczenia przemieszcze )(1 tϕ , 
)(2 tϕ  oraz prdkoci ktowej tulei )(2 tϕ  i walca )(1 tϕ , napre 
powstałych w walcu ),( tRRσ , cinienia kontaktowego 
),(2/)()( 11 tRRtNtP Rσpi −== , temperatury ),(1 tRT  wału, przemieszcze-
nia ),( tRU  w kierunku osi R oraz zuycia wU . 
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3.3.2. Równania ruchu obrotowego doskonale sztywnej tulei 
Niech o Z  pokrywa si z osi walca i tulei. Dla rozpatrywanego zagad-
nienia równanie (3.9) (lub po napisaniu równania momentów sił wzgldem 
osi tulei) przyjmie dla tulei ( 2=l ) posta 
 2
2
222 ϕϕ  cRMMB st −−= , (3.17) 
gdzie: ( ) )(2)( 21211 tPRRfM t piϕϕ  −=  oznacza moment siły tarcia, natomiast 
moment sił sprystoci okrela wzór: 2)( RFFM s ′−′′= , 
( )( )
( )( ) ( )( ) ),()(3)(31)(161
1
4
2
3
21
2
12121012
212101
ϕϕ
ϕ
OklRlRlllR
lRllkF
+++−++
++−=′
 (3.18) 
( ) )()32( 423222332222 ϕϕϕ OkRkRRkF +−+=′′ .  
Przyjmujemy dla tulei nastpujce warunki pocztkowe:  
 

22 )0( ϕϕ = ,  22 )0( ϕϕ = , (3.19) 
3.3.3. Równania ruchu obrotowego walca 
Dla rozpatrywanego zagadnienia równanie (3.9) (lub po napisaniu rów-
nania momentów sił wzgldem osi walca) przyjmie dla walca ( 1=l ) posta 
 tMMB −=11ϕ , (3.20) 
gdzie: tM  oznacza moment sił tarcia, M  jest momentem przyłoonym do 
walca, podczas gdy )(1 tϕ  oznacza kt obrotu walca. W celu rozwizania rów-
nania (3.20) przyjto nastpujce warunki pocztkowe: 
 

11 )0( ϕϕ = ,  11 )0( ωϕ = . (3.21) 
3.3.4. Sformułowanie zagadnienia dla walca termosprystego 
W przypadku osiowosymetrycznego stanu naprenia walca równania 
teorii napre cieplnych dla ciała izotropowego (3.7), (3.8) we współrzd-
nych walcowych ),,( ZR φ  podanych w [101] przyjm posta: 
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, cttRR <<<< 0,0 1  (3.23) 
przy nastpujcych mechanicznych warunkach brzegowych (3.11) 
0),0( =tU , )()(),( 01 tUthUtRU wU +−= , ctt <<0 , (3.24) 
warunkach brzegowych cieplnych (3.14) 
( ) )()()1()(),(),( 011111 tPVVfthTTtRTR
tRT
rrTotT ηαλ −=−−+∂
∂
, (3.25) 
0),(
0
1
=
∂
∂
→RR
tRTR , ctt <<0 , (3.26) 
oraz warunkach pocztkowych 
otTRT =)0,(1 , 10 RR << . (3.27) 
Szybko zuycia tulei jest wprost proporcjonalna do pewnej potgi siły 
tarcia. Zgodnie z załoeniem Archarda [7] mamy 
)()()( tPtVKtU rww = . (3.28) 
Naprenie promieniowe w walcu ),( tRRσ  mona wyznaczy przy po-
mocy znanych promieniowego przemieszczenia ),( tRU  i temperatury 
),(1 tRT  w walcu według wzoru 
 



	


−−
+
+
∂
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+
−
−
= )),((),(
1
),(
1
1
21
),( 11
1
1
1
1
1
1
otR TtRTR
tRU
R
tRUE
tR α
ν
ν
ν
ν
ν
σ .(3.29) 
Powyej przyjto nastpujce oznaczenia: ),(2/)()( 11 tRRtNtP Rσpi −==  
– cinienie kontaktowe, 1E  – moduł sprystoci, 1ν  – współczynnik Poisso-
na, 1α  – współczynnik rozszerzalnoci walca, Tα  – współczynnik przejmo-
wania ciepła, 1a  – współczynnik wyrównania temperatury, 1λ  – współczyn-
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nik przewodzenia ciepła, )(2 tϕ  – kt obrotu tulejki, wK  – współczynnik 
zuycia, η  – cz mocy sił tarcia traconej na zuycie ]1,0[∈η  (zob. [4]), 
ct  – czas, podczas którego walec i tulejka s we wzajemnym kontakcie 
( 0)(,0 ><< tPtt c ). 
Całkowanie równania (3.22) z uwzgldnieniem (3.24), (3.29) prowadzi 
do wyznaczenia cinienia kontaktowego o postaci:  
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[ ].)()()1)(21(
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1
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1
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w
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−
= 
νν
ξξξ
ν
α
 (3.30) 
Opracowanie metod rozwizania układu silnie nieliniowych równa ró-
niczkowych i całkowych, które modeluj zespól wał – tuleja z uwzgldnie-
niem procesów drganiowych, generacji ciepła i zuycia. 
3.4. Rozwizania analityczno-numeryczne zespołu 
wał-tuleja z uwzgldnieniem procesów  
drganiowych, generacji ciepła i zuycia 
Rozpatrzmy ogólne podejcie do rozwizywania zagadnie dynamiki 
układów kontaktowych z uwzgldnieniem wytwarzania ciepła poprzez tarcie 
i zuycia [43][44][45][47][48][50][51][115]. Przedstawione podejcie polega 
na wyznaczeniu stanu naprenia i cinienia kontaktowego poprzez monito-
rowanie przebiegu temperatury powierzchni kontaktu i zuycia, co prowadzi 
do otrzymania zagadnienia przewodzenia ciepła z zadanymi nieliniowymi 
warunkami brzegowymi i pocztkowymi. Zakładajc, e cinienie kontaktowe 
i prdko lizgania s znane, skonstruowano rozwizanie tego zagadnienia, 
wykorzystujc metod przekształcenia całkowego Laplace’a ze wzgldu na 
czas. 
Ostatecznie w przypadku modelu jednowymiarowego otrzymujemy rów-
nania całkowe drugiego rodzaju typu Volterry ze wzgldu na cinienie kontak-
towe [115]. 
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(3.31) 
gdzie 
{ } { } { }∞
=
−
+
−=
1
~
222
2
2
)(~
2,2
~
1,5.0),1(),(
m mm
m
p
me
Bi
Bi
Bi
GG τωµθ µωµ
µ
ω
ττ , (3.32) 
przy czym mµ  s pierwiastkami równania charakterystycznego ( ,...3,2,1=m ) 
0)()( 10 =− µµµ JBiJ . (3.33) 
Jdro tego równania jest funkcj prdkoci lizgania. Prdkoci lizgania 
wyznaczone s z równania ruchu rodków mas kontaktujcych si ciał (3.17), 
(3.20) poprzez cinienie kontaktowe )(τp  i które zostali zapisani w postaci 
bezwymiarowej: 
,0),()(
)()()(2)( 3
∞<<−
=+−+
ττϕφε
τϕτχϕτϕτϕ
pF
bah

 (3.34) 
[ ])()()()( 0 τϕφττφ pFhma MM  −−= , ∞<< τ0 , (3.35) 
przy warunkach pocztkowych 
ϕϕ =)0( ,  ωϕ =)0( , φφ =)0( ,  1)0( ωφ = , (3.36) 
Powyej wprowadzono nastpujce parametry bezwymiarowe: 
∗
=
t
t
τ , 
1R
R
r = , 
∗
=
U
U
u , 
∗
=
P
Pp , 
∗
−
=
T
TT ot1θ , 
∗
=
U
U
u
w
w
,
)()( 2 τϕτϕ ∗= t , 
∗∗
∗
Ω
=
t
t )(1 τϕφ , )(1 τωτ
φφ ==
d
d
, 
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2
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B
Rkt ∗∗
=χ , 
( )( )( )
2
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2
121210221
2
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4
23 6)(3)(31)(1)()32(
B
tklRlRllRRlRkRkb ∗++−+−−= , (3.37) 
( ) )(1)1()( 221101 ∗∗ −+−= kkRlllkka , 
1
1
λ
α RBi T= , 
∗
∗
=
U
RKPk
w
w 1
, 
∗−
−
=
t
RE
)21(
)1(2
1
2
111
νλ
αηγ , 
)()( ττ ∗= thh MM , )()( ττ ∗= thh UU , )()( ττ ∗= thh TT  
))(()( ϕφϕφ  −=− ∗VfF , 
gdzie 
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UT
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111
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21
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)21)(1( ν
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=
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=
∗∗
∗
TE
R
UEP , 
∗
∗ = t
RV 1 . (3.38) 
Fizyczny sens parametru ∗P  oznacza cinienie kontaktowe pomidzy 
walcem i tulej o promieniach 1R  przy nagrzewaniu walca do temperatury ∗T  
lub zmniejszeniu promienia walca o wartoci ∗U , gdzie: ∗t , ∗P , ∗k  oznaczaj 
parametry na razie nie zdefiniowane, a 1−∗∗ =Ω t . 
 Jak wida z równa (3.37), parametr a  moe przyjmowa dowolne war-
toci w zalenoci od wartoci parametrów spryn. 
Ostatecznie rozpatrywane zagadnienie zostało zapisane w postaci układu 
równa róniczkowych nieliniowych (3.34), (3.35) oraz równania całkowego 
(3.31) opisujcych prdkoci ktowe walca, tulei i cinienie kontaktowe. 
Temperatur i zuycie bezwymiarowe okrelamy ze wzorów 
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(3.39) 
τττϕωτ
τ
dpku ww  −=
0
1 )()()(  , cττ <<0 . (3.40) 
Niej rozpatrzono przypadek mechanicznego (moment przyłoony do 
walca jest znany) wymuszenia zewntrznego walca. 
3.4.1. Analiza ruchu walca i tulei z uwzgldnieniem ich 
bezwładnoci i tarciowej generacji cieplnej podczas 
hamowania i przyspieszania 
Bdziemy zakłada, e w chwili pocztkowej walec i tuleja znajduj 
si bez oddziaływania wewntrznego obcienia 00 =U  ( 0TT =∗ , 
011 )1(2 TRU να +=∗ , )21/(2 011 να −=∗ TEP ), a bezwymiarowa temperatura 
tulei (wymuszenie termiczne) zmienia si według funkcji ( ))exp(12)( 2τδτ −−=Th . Wskutek wymiany ciepła obracajcy si walec
zacznie si rozszerza i dojdzie do kontaktu z tulej. Rozpatrzmy przypadek, 
gdy tuleja jest połczona z obudow (korpusem, podstaw) przy pomocy 
spryn o sztywnoci 2k  ( 031 ==kk ). Dowolny parametr 2kk =∗ , co prowa-
dzi do wyznaczenia stałej 1−=a . Bdziemy równie zakłada, e 1=χ  
(z tego wynika, e )( 222 RkBt ∗∗ = ). 
Przyjmujemy, e krzyw zalenoci tarcia od prdkoci wzgldnej przy-
bliono funkcj 
3
0 )(sgn)( yyyFyF βα +−= , gdzie ( )



=−
≠
=
.0]1,1[
,0}{
sgn
ydla
ydlayy
y (3.41) 
Funkcja )(yF  posiada lokalne minimum przy βα 3min =y . Funkcj 
)(sgn x  przy analizie numerycznej aproksymowano funkcj )(sgn
0
yε , która 
ma posta 
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0
ε
ε
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ε
ε
x
x
xx
x
x  (3.42) 
gdzie 0001.00 =ε . 
3.4.1.1.  Proces stacjonarny 
Rozpatrzmy przypadek, gdy walec po pewnym czasie zacznie obraca si 
ze stał prdkoci stωτφτω == )()(1  , a tuleja (lub panewka) jest nieruchoma 
0=ϕ . Wtedy stacjonarne rozwizanie problemu (w równaniach (3.17), 
(3.20), (3.23) s pominite człony róniczkowe wzgldem czasu) ma posta: 
 
v1
1
−
=stp , 
v1
2
−
=stθ , 0mst ε=ϕ , Bi
F stst
2
)(
v
ωωγ
= , (3.43) 
gdzie stω  jest rozwizaniem nieliniowego równania 
 
Bim
mF
st
st 21
)(
0
0
ωγ
ω
+
= . (3.44) 
Graficzne rozwizanie równania (3.44) dla rónych wartoci parametrów 
0m  i γ  przedstawiono na rysunku 3.4.  
Wartoci 3.00 =F , 3.0=α , 3.0=β , 1=Bi . Prawa cz równania 
(3.44) dla rónych wartoci parametrów 0m  i γ  jest przedstawiona krzyw 
cigł. Krzywa cigła 1 odpowiada parametrowi 5.00 =m , 1=γ ; krzywa 
cigła 2 – 28.00 =m , 1=γ ; krzywa cigła 3 – 18.00 =m , 1=γ ; krzywa ci-
gła 4 – 5.00 =m , 20=γ . Krzywa przerywana odpowiada funkcji )( stF ω .  
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Rys. 3.4. Graficzne rozwizanie równania (3.44) 
(krzywe cigłe 1: 5.00 =m , 1=γ ; 2: 28.00 =m , 
1=γ ; 3: 1.00 =m , 1=γ ; 4: 5.00 =m , 20=γ ; 
krzywa przerywana odpowiada funkcji )( stF ω ) 
Jak wida, równanie (3.44) moe mie przy 5.00 =m , 1=γ  (pierwszy 
przypadek) jedno rozwizanie 3stω  ( 0)( 3 >′ stF ω ), przy 28.00 =m , 1=γ  (dru-
gi przypadek) trzy rozwizania 1stω , 2stω , 3stω  ( 0)( 1 >′ stF ω , 0)( 2 <′ stF ω , 
0)( 3 >′ stF ω ), oraz dla 1.00 =m , 1=γ  (trzeci przypadek) jedno rozwizanie 
01 =stω  (przy aproksymacji (3.42) 0001 2Fmst εω ≈ , 001 2)( εω FF st ≈′ ). Dla 
wartoci 5.00 =m , 20=γ  (czwarty przypadek) pojawia si jedno rozwiza-
nie 2stω  ( 0)( 2 <′ stF ω ). Dla małej wartoci parametru γ  ( 1<<γ ) przy 
),0[ min0 Fm ∈  równanie (2.44) moe mie jedno rozwizanie 01 =stω , dla 
),( 0min0 FFm ∈  trzy rozwizania 1stω , 2stω , 3stω , oraz dla ),( min0 ∞∈ Fm  jedno 
rozwizanie 3stω . 
Dokonajmy analizy zaburze rozwizania ustalonego stacjonarnego 
(3.43). Niech dane bd zaburzenia )(2)( ττ ∗+= TT hh . 
Rozwizania przedstawiono w postaci: 
)()( τϕϕτϕ ∗+= st , ),()(),( τθθτθ rrr st ∗+= , )()( ττ ∗+= ppp st , 
)(τϕϕ ∗=  , )(τφωφ ∗+=  st , (3.45) 
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gdzie 1,1,1,1,1 <<<<<<<<<< ∗∗∗∗∗ φϕθϕ p . 
Zlinearyzujmy prawe strony równa (3.17), (3.20) i warunek brzegowy 
(3.25). Ponisze zagadnienie liniowe pozwala na analiz zaburze: 
)()()()()()( ∗∗∗∗∗ −′+=+ ϕφωετωεϕϕ  ststst pFpFtt , ∞<< τ0 , (3.46)
0)0( =∗ϕ , 0)0( =∗ϕ ; (3.47) 
ξξτξθτ dp  ∗∗ =
1
0
),()( , ∞<< τ0 ; (3.48) 
τ
τθ
ω
τθτθ
∂
∂
=
∂
∂
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∂
∂ ∗∗∗ ),(
~
1),(1),(
2
2
r
r
r
rr
r
, ∞<< τ0 , 10 << r ; (3.49) 
[ ],))()()(()()(
),1(),1(
stststststst
T
FFppF
hBiBi
r
ωωωϕφτωωγ
τθτθ
′+−++
+=+
∂
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∗∗∗
∗∗
∗

 (3.50) 
0),(
0
=
∂
∂
→
∗
r
r
r
r
τθ
, ∞<< τ0 ;     0)0,( =∗ rθ , 10 << r . (3.51) 
[ ])()()()( ∗∗∗∗ −′+−= ϕφωωφ  stststM pFpFat , ∞<< τ0 , (3.52) 
0)0( =∗φ , 0)0( =∗φ . (3.53) 
Stosujc transformacj Laplace’a [1] do układu liniowego (3.46)-(3.53) 
{ } { } τφϕθφϕθ τ dehpsshsspsr sTT −
∞
∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
=
0
,,,,)(),(,)(),(),,( , 
otrzymuje si rozwizanie w postaci transformaty Laplace’a. Równanie cha-
rakterystyczne zagadnienia zlinearyzowanego ma posta: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]sBisspassss stM 2112211 v2)1(,0 ∆+∆++∆=∆=∆ ∗∗∗ ββ  (3.54) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )ssBisss 1221* v2 Ω∆−Ω∆=∆ , (3.55) 
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( ) 1
v1
12
1 +
−
−=Ω sss βε , ( ) 1
v1
22
2 +
−
+=Ω sss βε , 
( )stF ωβ ′=2 , ( )
st
stF
ω
ωβ =1 . 
ω
ω
s
sI
s
)()( 12 =∆ ,  )()()( 0221 ωω sIBisss +∆=∆ , ωω ~
s
s = , 
gdzie: )()( ixJixI nnn −=  ( 1,0=n ) jest zmodyfikowan funkcj 
Bessela pierwszego rodzaju o argumencie x. Pierwiastki ms
( ,...3,2,1...,Re...ReRe 21 =>>>> msss m ) równania charakterystycznego 
(3.54) (w zalenoci od parametrów modelu) le w lewej półpłaszczynie 
0Re <s  (stacjonarne rozwizanie jest stateczne) lub w prawej półpłaszczy-
nie 0Re >s  (stacjonarne rozwizanie nie jest stateczne) zmiennej zespolonej 
s. Zajmijmy si obecnie analiz stacjonarnego rozwizania statecznego. Funk-
cja charakterystyczna w tym przypadku ma posta 
( ) 
∞
=
∗ 





=∆
0
1 ~
m
m
m
bss
ω
, (3.56) 
)v( 120 ββ += stM pBiab , ( )v10 −= Bid , 
[ ]1201 v)2(2~ ββω BiBipadb stM +++= , 
[ ])v(~v125.025.05.0 121 ββεω ++−+= stpBid
[ ]1)2( 22)2(2)1( 22)1(1 )~(v2)~(~ βωβωω −−− ++++= mmmmstMmm ddBiddpadb , 
( ) ( ) ( ) ( )( )+++−=
−−
2
11
1
12
21 v2~v2 mmstmmm dBidpdBidd ββεω
( ) ( )2
2
1
2
2 v2(~
−−
−+ mm dBidω , ,...3,2=m  
( )
( )22
1
!2
2
m
mBid
mm
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= , 
( )
( )!1!2
1
12
2
mm
d
mm +
=
+
, ,...1,0=m . 
Zauwamy, e dla małej wartoci parametru Ma  poszukiwane pierwiast-
ki mog by znalezione z równania (3.56) przy 2=m : 
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 220
2
112,1 )4(~5.0 bbbbbs −±−= ω . (3.57) 
Do oblicze przyjto nastpujce wartoci parametrów: 1=ε , 1=Ma .  
W pierwszym przypadku dla 5.00 =m , 1=γ  mamy jedno rozwizanie 
12.13 =stω , 28.1
3
=stp , 56.23 =stθ , 5.03 =stϕ  ( 35.01 =β , 84.02 =β , 0.22v = ), 
które jest stateczne (pierwiastki równania (3.54) is 73.012.02,1 ±−= , 
18.03 −=s  le w lewej połowie płaszczyzny zespolonej s ). 
W drugim przypadku ( 28.00 =m , 1=γ ) mamy trzy rozwizania. Roz-
wizanie 90.03 =stω , 13.1
3
=stp , 25.23 =stθ , 28.03 =stϕ  ( 28.01 =β , 
43.02 =β , 0.11v = ), które jest stateczne (pierwiastki równania (3.54) 
is 87.018.02,1 ±−= , 19.03 −=s  le w lewej połowie płaszczyzny zespolonej 
s ). Rozwizanie 077.02 =stω  ( 59.31 =β , 29.02 −=β , 0.011v = ) nie jest 
stateczne (pierwiastki równania (2.54) is 95.014.02,1 ±= , 31.03 =s  le 
w prawej półpłaszczynie zespolonej s ). Rozwizanie przy aproksymacji 
(3.42) 41 1047.0 −⋅=stω  ( 31 1043.6 ⋅=β , 32 106 ⋅=β , 6107v −⋅= ) odpowiada 
ruchowi okresowemu (pierwiastki równania (3.54) is 71.01021.0 42,1 ±⋅= −  
le na osi urojonej płaszczyzny zespolonej s ). Zauwaymy, e dla ostatnie-
go przypadku pierwiastki mog by znalezione z równania charakterystycz-
nego 020
2
=+ ωs , gdzie Maεω += 110 . 
W trzecim przypadku ( 1.00 =m , 1=γ ) mamy jedno rozwizanie. Roz-
wizanie przy aproksymacji (3.42) 41 1017.0 −⋅=stω , 0.11 =stp , 0.21 =stθ , 
1.01 =stϕ  ( 41 105.1 ⋅=β , 32 106 ⋅=β , 6105.2v −⋅= ), które odpowiada okre-
sowemu ruchowi (pierwiastki równania (3.54) is 71.01021.0 42,1 ±⋅= −  le na 
osi urojonej płaszczyzny zespolonej s ). Zauwaymy, e dla ostatniego przy-
padku pierwiastki mog by znalezione z równania charakterystycznego 
020
2
=+ ωs , gdzie Maεω += 110 . 
W czwartym przypadku 5.00 =m , 20=γ  mamy jedno rozwizanie. 
Rozwizanie 22.02 =stω , 11.2
2
=stp , 23.4
2
=stθ , 5.02 =stϕ  ( 06.11 =β , 
26.02 −=β , 0.53v = ) jest niestateczne (pierwiastki równania (3.54) 
is 88.026.02,1 ±= , is 26.023.04,3 ±=  le w prawej połowie płaszczyzny 
zespolonej s ). Rozwizanie zagadnienia w tym przypadku ma charakter 
drga okresowych typu „stick-slip”. 
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3.4.1.2.  Proces typu „stick-slip” 
Rozpatrzmy, jak zachowuje si układ dla ∞→t  ( 1)( =τMh ), gdy poja-
wia si ruch typu ‘stick’ 0=−= ϕφω w przy stt∈τ  ( ...),( 21 ∪= ττstt  
...),( 212 ∪− ii ττ ), lub ruch typu ‘slip’ przy slt∈τ  ( ...),0( 1 ∪∈ τslt  
...),( 122 ∪ττ +ii ). Walec i tuleja przy stt∈τ  nie wykonuj ruchu wzgldne-
go. W tym przypadku otrzymujemy równanie  
2
00
2
0 )()( ωετϕωτϕ m=+ , Maεω += 110 , stt∈τ . (3.58) 
Rozwizanie równania prowadzi do wyznaczenia ruchu okresowego 
z okresem czasu Maεpi +12 : 
)sin()cos()( 02010 τωτωετϕ CCm ++= , stt∈τ . (3.59) 
Jak wida, w tym przypadku układ walec-tuleja porusza si okresowo, 
a na tulej działa siła tarcia okrelona wzorem: 
( ) ( )ετωτωτ +++= MaCCmpF )sin()cos()()0( 02010 , stt∈τ . (3.60) 
Cinienie kontaktowe wyznacza si ze wzoru 
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(3.61) 
3.4.1.3.  Analiza numeryczna 
Analiza numeryczna rozpatrywanego zagadnienia została przeprowadzo-
na przy wykorzystaniu metody Rungego-Kutty dla równa (3.34), (3.35) 
i metody kwadratur [136] dla równania (3.31) z uwzgldnieniem nastpuj-
cych oszacowa asymptotycznych: 
( ) ωpiττθ ~2,1 ≈G , ( ) ττ ≈pG , 0→τ . (3.62) 
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Zaleno współczynnika tarcia kinematycznego od prdkoci wzgldnej 
(patrz rysunek 3.1) została przybliona wzorem (3.41). Obliczenia numerycz-
ne przeprowadzono dla rónych wartoci parametrów 0m  i γ , dla których 
została przeprowadzona równie analiza analityczna. 
3.4.1.4.  Ruch walca i tulei podczas przyspieszania 
Przyjmujemy, e w chwili pocztkowej na walec zacznie działa moment 
siły ( ) )()exp(1)( 2 ττδτ HhM −−=  (wymuszenie mechaniczne), ( 00 >m ). 
Walec zacznie obraca si z przyspieszeniem. Bezwymiarowa temperatura 
tulei zmienia si według wzoru ( ) )()exp(12)( 2 ττδτ HhT −−= . Wskutek wy-
miany ciepła walec zacznie si rozszerza i kontaktowa z tulej. Warunki 
pocztkowe przyjmujemy jako zerowe: 0=ϕ , 0=ω , 0=φ , 0=φ . Wy-
niki oblicze przedstawiono na rysunkach 3.5-3.8 dla kilku wartoci parame-
tru 0m  i γ . Krzywe 1 odpowiadaj pierwszemu przypadkowi 5.00 =m , 
1=γ , krzywe 2 odpowiadaj drugiemu przypadkowi 28.00 =m , 1=γ , krzy-
we 3 – trzeciemu przypadkowi 1.00 =m , 1=γ , krzywe 4 – czwartemu przy-
padkowi 5.00 =m , 20=γ .  
0 10 20 30 40
-0.4
0
0.4
0.8
1.2
1.6
2
τ
1
2
3
4
1
2
4
3
 
Rys. 3.5. Ewolucja w czasie prdkoci ktowej tulei ϕ  (krzywe 
cigle) i walca φ  (krzywe przerywane) podczas przyspieszenia 
dla rónych wartoci parametru 0m  i γ  (krzywe 1: 5.00 =m , 
1=γ ; krzywe 2: 28.00 =m , 1=γ ; krzywe 3: 1.00 =m , 1=γ ; 
krzywe 4: 5.00 =m , 20=γ ) 
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Na rysunku 3.5 przedstawiono zaleno: bezwymiarowej prdkoci k-
towej walca φ  (linie przerywane) i tulei ϕ  (linie cigle) od czasu bezwymia-
rowego τ  w rozpatrywanych przypadkach. Z rysunku wida, e we wszyst-
kich przypadkach układ zachowuje si zgodnie z obliczeniami analitycznymi. 
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Rys. 3.6. Ewolucja w czasie cinienia kontaktowego (a) i temperatury powierzchni 
kontaktu (b) dla rónych wartoci parametru 0m  i γ  (krzywe 1: 5.00 =m , 1=γ , 
krzywe 2: 28.00 =m , 1=γ , krzywe 3: 1.00 =m , 1=γ , krzywe 4: 5.00 =m , 20=γ ) 
W pierwszych dwóch przypadkach walec z upływem czasu zacznie obra-
ca si ze stał prdkoci. W trzecim przypadku, dla niewielkiego momentu 
walec i tuleja po pewnym czasie wejd w kontakt i zaczn drga jak jedno 
ciało okresowo o okresie 02 ωpi=T . W czwartym przypadku układ przebywa 
w ruchu typu „stick-slip”. Przy ruchu układu typu „stick” drgania maj charakter 
okresowy. 
Ewolucja w czasie cinienia kontaktowego i temperatury powierzchni 
kontaktu została przedstawiona dla rozpatrywanych przypadków przy pomocy 
krzywych cigłych 1-4 na rysunkach 3.6. W tym ostatnim przypadku charak-
terystyki kontaktowe ulegaj zmianom. 
3.4.1.5.  Ruch walca i tulei podczas hamowania 
Przyjmujemy, e w momencie pocztkowym walec obraca si z prdko-
ci φ  ( 0)( =τMh , 00 =m ). Zakładamy bezwymiarowe wymuszenie ter-
miczne w postaci funkcji ( ) )()exp(12)( 2 ττδτ HhT −−= . Wskutek wymiany 
ciepła walec zacznie si rozszerza, kontaktowa z tulej i hamowa. Warunki 
pocztkowe s nastpujce 0=ϕ , 0=ω , 0=φ , 2=φ . Wyniki oblicze 
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przedstawiono na rysunkach 3.7-3.8 dla kilku wartoci parametru γ . Krzywe 
1 odpowiadaj przypadkowi 20=γ , krzywe 2 odpowiadaj przypadkowi 
0=γ  (nie ma rozszerzalnoci cieplnej walca). Na rysunku 3.7 przedstawiono 
zaleno bezwymiarowej prdkoci ktowej walca φ  (linie przerywane) 
i tulei ϕ  (linie cigle) od czasu bezwymiarowego τ  podczas hamowaniu. 
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Rys. 3.7. Ewolucja w czasie prdkoci ktowej tulei 
ϕ  (krzywe cigle) i walca φ  (krzywe przerywane) 
podczas hamowania ( 00 =m ) dla rónych wartoci 
parametru γ  (krzywe 1: 20=γ , krzywe 2: 0=γ ) 
Z rysunku wida, e prdko walca maleje, a tuleja drga do momentu 
zrównania prdkoci walca i tulei. Poniewa nie ma momentu wymuszajcego 
i w modelu nie wprowadzono tłumienia, to dalej tuleja i walec bd drga 
okresowo jak jedno ciało o okresie czasu 02 ωpi=T . Porównanie wyników 
przedstawionych przy pomocy krzywych 1 i 2 pokazuje, e uwzgldnienie 
rozszerzalnoci walca dla rozpatrywanego modelu doprowadza do zmniejsze-
nia trwania czasu hamowania. 
Na rysunkach 3.8 pokazano przebiegi w czasie bezwymiarowego cinie-
nia i temperatury powierzchni kontaktu. Wida, e pocztkowo wielkoci te 
rosn, gdy parametr odpowiadajcy za rozszerzenie cieplne walca 0>γ  
(patrz krzywe 1). 
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Rys. 3.8. Ewolucja w czasie cinienia kontaktowego (a) i temperatury pwierzchni 
kontaktu (b) podczas hamowania walca ( 00 =m ) dla rónych wartoci parametru γ
(krzywe 1: 20=γ , krzywe 2: 0=γ ) 
Podsumowujc, rozpatrzono jeden z moliwych klasycznych modeli ru-
chu tulei podpartej sprynami i trcej si o obracajcy si walec [5][100] 
z uwzgldnieniem ciepła wywołanego tarciem i rozszerzalnoci cieplnej wal-
ca. Kontakt tulei osadzonej na walcu opisano przy przyjciu klasycznego 
modelu tarcia typu Stribecka. Została przeprowadzona analiza stabilnoci 
rozwiza. W przedstawionym układzie dokonano analitycznego oszacowania 
pojawienia si ruchu okresowego i ruchu typu „stick-slip” przy uyciu metod 
analitycznych, co nastpnie zostało zweryfikowane przy uyciu oblicze nu-
merycznych. Ruch rozpatrywanego układu typu sczepienie-lizganie jest mo-
liwy przy uwzgldnieniu przykładanego momentu, rozszerzalnoci materiału 
walca i wymianie ciepła. Przeprowadzono równie obliczenia numeryczne 
charakteryzujce wpływ parametrów modelu na charakter drga układu i na 
charakterystyki kontaktowe podczas przyspieszenia lub hamowania walca. 
Zaznaczmy, e w odrónieniu od pracy [116], gdzie przy małym zuyciu 
w układzie mogła nastpi utrata stabilnoci ciernej (parametry kontaktowe 
rosn wykładniczo, gdy prdko wzgldna przekroczy prdko krytyczn) 
i nastpuje przegrzanie układu [117] lub dochodzi do wybuchu cieplnego [4], 
rozpatrywany układ nigdy nie bdzie si przegrzewa. Podczas ruchu jednego 
z kontaktujcych si ciał ze stał prdkoci przy ograniczeniu rozszerzalno-
ci cieplnej, moe rosn cinienie kontaktowe, co powoduje wzrost siły lub 
momentu tarcia, tarciowej generacji cieplnej i dochodzi do przegrzewania si 
układu. Energia doprowadzona jest do układu w wyniku wzrostu momentu, 
który potrzebny jest do podtrzymywania ruchu ze stał prdkoci. Rozpa-
trzony układ posiada równie ograniczenie na rozszerzalno ciepln i moe 
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rosn równie cinienie kontaktowe, co powoduje wzrost momentu tarcia, 
tarciowej generacji cieplnej, ale nie bdzie dochodzi do przegrzewania si 
układu, poniewa rozpocznie si proces hamowania. Wskutek wymiany 
cieplnej pojawi si ochładzanie, zmniejszenie cinienia kontaktowego i mo-
mentu tarcia, co z kolei powoduje znowu wzrost prdkoci mas i tarciowej 
generacji cieplnej. Proces bdzie si powtarza. Układ podczas procesu dy-
namiki sam reguluje dopływ energii i wahania temperatury, aby nie dochodzi-
ło do zjawiska przegrzewania si. Takie sterowanie okrela si mianem pa-
sywnego. 
3.4.2. Analiza ruchu (z tłumieniem) walca i tulei 
z uwzgldnieniem ich bezwładnoci i procesów 
tribologicznych podczas hamowania i przyspieszania 
W tym rozdziale (w odrónieniu od rozdziału 3.4.1) bdziemy zakłada, 
e zachodzi tłumienie drga tulei ( 0≠h ) i jej zuycie ( 0≠wk ). Przyjmuje-
my, e walec ma moment bezwładnoci 1B  i obraca si zgodnie z prawem 
ruchu obrotowego po przyłoeniu momentu. Bdziemy równie zakła- 
da, e w chwili pocztkowej walec i tuleja znajduj si bez oddziały- 
wania wewntrznego obcienia ( 00 =U , 0TT =∗ , 011 )1(2 TRU να +=∗ , 
)21/(2 011 να −=∗ TEP ), a wymuszenie termiczne zakładamy w postaci funkcji ( ) )()exp(12)( 2 ττδτ HhT −−= . Wskutek wymiany ciepła obracajcy si walec 
zacznie rozszerza si i zacznie kontaktowa si z tulej, a nastpnie rozpocz-
nie si proces jej zuycia. Rozpatrzmy przypadek, gdy tuleja (lub panewka) 
jest połczon z obudow (korpusem, podstaw) przy pomocy spryn o 
sztywnoci 2k  ( 031 ==kk ). Dowolny parametr 2kk =∗ , co prowadzi do wy-
znaczenia stałej 1−=a . Bdziemy równie zakłada, e 1=χ  (z tego wyni-
ka, e )( 222 RkBt ∗∗ = ). 
Zauwamy, e rozpatrywane zagadnienia zostało zapisane w postaci 
układu równa nieliniowych róniczkowych (3.34) i (3.35) i równania całko-
wego (3.31) opisujcych prdkoci ktowe )(τϕ , )(τφ  i cinienie kontaktowe 
)(τp . Temperatur okrelamy ze wzorów (3.39), a zuycie ze wzorów (3.40). 
3.4.2.1.  Proces typu „stick-slip” 
Rozpatrzmy, jak zachowuje si układ dla ∞→t  ( 1)( =τMh ), gdy poja-
wia si ruch typu ‘stick’ 0=−= ϕφω w  przy stt∈τ  ( ...),( 21 ∪= ττstt  
...),( 212 ∪− ii ττ ), lub ruch typu ‘slip’ przy slt∈τ  ( ...),0( 1 ∪∈ τslt  
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...),( 122 ∪+ii ττ ). Walec i tuleja przy stt∈τ  nie wykonuj ruchu wzgldnego. 
W tym przypadku otrzymujemy równanie 
2
00
2
0
2
0 )()(2)( ωετϕωτϕωτϕ mh =++  , Maεω += 110 , stt∈τ . (3.63) 
Rozwizanie równania prowadzi do wyznaczenia ruchu okresowego 
z tłumieniem i z czstoci 2200 1 hh ωωω −=  i okresem czasu hωpi2 : 
( ))sin()cos()( 210 20 τωτωετϕ τω hhh CCem ++= − , stt∈τ . (3.64) 
3.4.2.2.  Analiza numeryczna 
Analiza numeryczna rozpatrywanego zagadnienia została przeprowadzo-
na przy wykorzystaniu metody Rungego-Kutty dla równa (3.34), (3.35) 
i metody kwadratur dla równa (3.31) z uwzgldnieniem oszacowa asympto-
tycznych (3.62). 
Zaleno współczynnika tarcia kinematycznego od prdkoci wzgldnej 
(rys. 3.1) została przybliona wzorem (3.41). Obliczenia numeryczne prze-
prowadzono dla rónych wartoci parametrów wk  i γ . 
3.4.2.3.  Ruch walca i tulei podczas przyspieszania 
Przyjmujemy, e w chwili pocztkowej na walec zacznie działa moment 
siły )exp(1)( 2τδτ −−=Mh , ( 00 >m ). Walec zacznie obraca si z przyspie-
szeniem. Bdziemy zakłada, e wymuszenie termiczne zmienia si według 
wzoru ( ))exp(12)( 2τδτ −−=Th  (przy ∞→τ  mamy 2)( →τTh , co powodu-
je, jak bdzie pokazano niej, e 1)( →τp ). Wskutek wymiany ciepła walec 
zacznie rozszerza si i kontaktowa z tulej. Warunki pocztkowe przyjmu-
jemy jako zerowe: 0=ϕ , 0=ω , 0=φ , 0=φ . Wyniki oblicze przed-
stawiono na rysunkach 3.9a, 3.10, 3.11 dla kilka wartoci parametru wk  i γ . 
Do oblicze przyjto nastpujce wartoci parametrów: 1=ε , 1=Ma , 
1=Bi , 20=γ , 05.0=h , 1.0~ =ω , 10=δ . Na rysunku 3.9a przedstawiono
zaleno bezwymiarowej prdkoci ktowej walca φ  (linie przerywane) i 
tulei ϕ  (linie cigle) od czasu bezwymiarowego τ  podczas przyspieszenia 
5.00 =m  dla kilku wartoci parametru wk  charakteryzujcych zuycie tulei. 
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Rys. 3.9. Ewolucja w czasie prdkoci ktowej klocka ϕ  (krzywe cigle) i wal-
ca φ  (krzywe przerywane) podczas przyspieszenia (a) i hamowania  (b) dla ró-
nych wartoci parametru wk  (krzywe 1: 01.0=wk ; krzywe 2: 1.0=wk ) 
 
Na rysunku 3.10 przedstawiono ewolucje w czasie cinienia kontaktowe-
go (a) i temperatury kontaktowej (b) podczas przyspieszenia dla tych samych 
parametrów. Na rysunku 3.11 przedstawiono ewolucje w bezwymiarowym 
czasie bezwymiarowej siły tarcia (rys. 3.11a) i bezwymiarowego zuycia 
(rys. 3.11b). Na tych rysunkach krzywe 1 odpowiadaj przypadkowi 
01.0=wk , krzywe 2 odpowiadaj 1.0=wk . 
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Rys. 3.10. Ewolucja w czasie cinienia kontaktowego (a) i temperatury powierzchni 
kontaktu (b) podczas przyspieszenia dla rónych wartoci parametru wk  (krzywe 1: 
01.0=wk ; krzywe 2: 1.0=wk ) 
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Rozpatrzmy ruch układu przy małej wartoci współczynnika zuycia 
01.0=wk  (krzywe 1). Moment przyłoony do walca powoduje jego obrót 
(krzywe cigłe). W wyniku rozszerzenia cieplnego walca zacznie wzrasta 
cinienie kontaktowe p  (rys. 3.10a) i siła tarcia Fpε  (rys. 3.11a), co powo-
duje wzrost prdkoci tulei (rys. 3.9a) i temperatury powierzchni kontaktu θ  
(rys. 3.10b). W chwili bezwymiarowej 4.27 (4.76) prdko walca (tulei) 
zacznie male. Cinienie kontaktowe osignie najwiksze wartoci w chwili 
8.95 (patrz krzywe 1 na rysunku 3.10a). W chwili 54.91 =τ  prdko 
wzgldna walca i tulei (prdko lizgania) bdzie równa zero i zacznie si 
faza sczepienia, która bdzie do chwili 5.172 =τ . 
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Rys. 3.11. Ewolucja w czasie siły tarcia (a) i zuycia (b) podczas przyspieszenia dla 
rónych wartoci parametru wk  (krzywe 1: 01.0=wk ; krzywe 2: 1.0=wk ) 
Wymiana ciepła prowadzi do spadku temperatury walca w fazie sczepie-
nia ),( 21 τττ ∈ , co powoduje spadek wartoci cinienia kontaktowego (patrz 
krzywe 1 na rysunku 3.10a) i siły tarcia (rys. 3.11a), a proces zuycia pozosta-
je bez zmian. Od chwili 5.172 =τ  zacznie si faza polizgu ),( 32 τττ ∈ , gdzie 
7.293 =τ . W tej fazie prdko walca wzrasta i maleje, tuleja drga, tempera-
tura powierzchni kontaktu wzrasta i maleje. Podobnie zachowuje si cinienie 
kontaktowe (patrz krzywe 1 na rysunku 3.10a). 
Siła tarcia w tej fazie wzrasta z niewielkimi drganiami (tak jak drga tule-
ja) i wzrasta zuycie tulei. W chwili 7.293 =τ  rozpoczyna si nastpna faza 
sczepienia ),( 43 τττ ∈ , gdzie 3.374 =τ . Zauwamy, e w fazach sczepienia 
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...),( 21 ∪=∈ ττττ st  ...),( 212 ∪− ii ττ prdko układu bdzie zmienia si 
okresowo o okresie 89.81)1(2 2 =−++ haa MM εεpi . 
Teraz rozpatrzmy ruch układu przy wikszej wartoci współczyn-
nika zuycia 1.0=wk  (krzywe 2). Na pocztku fazy polizgu ),0( 1ττ ∈ , 
gdzie 7.111 =τ , charakterystyki kontaktujcych si ciał zmieniaj si w 
sposób podobny do wczeniej opisanego przy małym zuyciu. W fazie 
polizgu ),( 21 τττ ∈ , gdzie 3.132 =τ , walec i tuleja znajd si tylko je-
den raz. Po chwili 3.132 =τ  tuleja zaczyna drga i wzrasta prdko 
obrotu walca, ronie temperatura kontaktowa i zuycie. Cinienie kon-
taktowe, oscylujc, dy do zera w chwili 6.50=cτ  (rys. 3.10a). Od tej 
chwili walec i tuleja trac kontakt. Walec zacznie obraca si z przy-
spieszeniem, a tuleja drga z tłumieniem i z okresem czasu 212 h−pi . 
Obszary faz sczepienia pokazano na rysunku 3.9 przy pomocy pozio-
mych odcinków 1 i 2. Z rysunku wida, e w procesie przyspieszenia i przy 
wzrocie bezwymiarowego współczynnika zuycia okresowy ruch typu 
‘stick-slip’ przechodzi w ruch nie kontaktujcych si ciał ( 6.50>τ ). 
3.4.2.4.  Ruch walca i tulei podczas hamowania 
Przyjmujemy, e w chwili pocztkowej walec obraca si z prdkoci φ  
( 0)( =τMh , 00 =m ). Zakładamy, e bezwymiarowa temperatura tulei zmienia 
si zgodnie z wzorem ( ) )()exp(12)( 2 ττδτ HhT −−= .Wskutek wymiany cie-
pła walec zacznie rozszerza si, kontaktowa z tulej i hamowa. Warunki 
pocztkowe s nastpujce: 0=ϕ , 0=ω , 0=φ , 4=φ . Wyniki oblicze 
przedstawiono na rysunkach 3.9b, 3.12, 3.13 dla kilku wartoci parametru 
wk . Krzywe 1 odpowiadaj przypadkowi 01.0=wk , krzywe 2 odpowiadaj 
1.0=wk . Na rysunku 3.9b przedstawiono zaleno bezwymiarowej prdko-
ci ktowej walca φ  (linie przerywane) i tulei ϕ  (linie cigle) od czasu bez-
wymiarowego τ  przy hamowaniu. Na rysunku 3.12b przedstawiono ewolucje 
w czasie temperatury kontaktowej dla )8.1,0(∈τ , a dla )40,8.1(∈τ  na ry-
sunku 3.12a. Na rysunku 3.13a (rys. 3.13b) przedstawiono ewolucje w bez-
wymiarowym czasie bezwymiarowego cinienia kontaktowego (zuycia). 
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Rys. 3.12. Ewolucja w czasie temperatury powierzchni kontaktu dla )40,2(∈τ
(a) i temperatury powierzchni kontaktu dla )2,0(∈τ  (b) podczas hamowania 
( 00 =m ) dla rónych wartoci parametru wk  (krzywe 1: 01.0=wk ; krzywe 2:
1.0=wk ). 
Rozpatrzmy ruch układu przy małej wartoci współczynnika zuycia 
01.0=wk  (krzywe 1). Wzrost temperatury otoczenia prowadzi do rozszerze-
nia cieplnego walca obracajcego si z bezwymiarow prdkoci pocztko-
w 4=φ , walec i tuleja wchodz w kontakt, wzrasta cinienie kontaktowe i 
przyjmuje warto maksymaln 6.72 w chwili 0.26, a ponadto wzrasta siła 
tarcia i prdko tulei. W chwili 75.01 =τ  prdko wzgldna walca i tulei 
(prdko lizgania) bdzie równa zero i zacznie si faza sczepienia, która 
trwa do chwili 9.52 =τ  (rys. 3.9b). W tym przypadku dochodzi do wymiany 
ciepła i temperatura walca w fazie sczepienia ),( 21 τττ ∈  zacznie spada, co 
powoduje obnienie wartoci cinienia kontaktowego (patrz krzywe 1 na ry-
sunku 3.13a) i siły tarcia.  
Siła tarcia w chwili 4.57 szybko zmienia znak. Zuycie w fazie sczepienia 
),( 21 τττ ∈  nie zmienia si. Obszarom faz sczepienia odpowiadaj na rysunku 
3.9b poziome odcinki 1. W chwili 267 =τ  rozpoczyna si faza sczepienia, 
która bdzie trwała do koca drga tłumionych o okresie 
89.81)1(2 2 =−++ haa MM εεpi . 
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Rys. 3.13. Ewolucja w czasie cinienia kontaktowego (a) i zuycia (b) podczas hamo-
wania ( 00 =m ) dla rónych wartoci parametru wk  (krzywe 1: 01.0=wk ; krzywe 2: 
1.0=wk ) 
Rozpatrzmy teraz ruch układu przy hamowaniu i przy wikszej wielkoci 
współczynnika zuycia 1.0=wk  (krzywe 2). Obszary faz sczepienia repre-
zentuj na rysunku 3.9b poziome odcinki 2. Jak wida z rysunku 3.13a, po 
chwili 3.33=cτ  cinienie kontaktowe równa si zero (nie ma kontaktu). Wa-
lec bdzie pozostawa w stanie spoczynku, a tuleja bdzie drga z tłumieniem 
o okresie 212 h−pi . 
Zauwamy, e w chwilach odpowiadajcych ekstremalnym przemiesz-
czeniom ktowym walca ( 0=φ , patrz krzywe przerywane) siła tarcia zmienia 
znak. W fazach sczepienia ...),( 21 ∪=∈ τττ stt ...),( 212 ∪− ii ττ  zuycie nie 
zachodzi. 
Pokazano, e w rozpatrywanym modelu nie moe wystpi utrata stabil-
noci ciernej (tzn. gdy parametry kontaktowe rosn wykładniczo, gdy prd-
ko wzgldna przekroczy prdko krytyczn [54][55]) i nie moe doj do 
przegrzania układu [49]. Podczas ruchu jednego z kontaktujcych si ciał ze 
stał prdkoci, przy ograniczeniu rozszerzalnoci cieplnej, moe rosn 
cinienie kontaktowe, co powoduje wzrost siły lub momentu tarcia, tarciowej 
generacji cieplnej i dochodzi do przegrzewania si układu. Energia doprowa-
dzona jest do układu w wyniku wzrostu siły lub momentu, który potrzebny 
jest do podtrzymywania ruchu ze stał prdkoci. Analizowany układ posia-
da równie ograniczenie na rozszerzalno ciepln i moe rosn równie 
cinienie kontaktowe, co powoduje wzrost siły lub momentu tarcia, tarciowej 
generacji cieplnej, ale nie bdzie dochodzi do przegrzewania si układu, 
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poniewa rozpocznie si proces hamowania. Wskutek wymiany cieplnej po-
jawi si ochładzanie, zmniejszenie cinienia kontaktowego i siły lub momentu 
tarcia, co z kolei prowadzi do ponownego wzrostu prdkoci mas i tarciowej 
generacji cieplnej. Proces bdzie si powtarza. Układ podczas procesu dy-
namiki sam reguluje dopływ energii i temperatury, aby nie dochodziło do 
zjawiska przegrzewania si [115][49]. Rozpatrywany model moe by wyko-
rzystany do oszacowania charakterystyk kontaktowych poruszajcych si 
układów tribologicznych. 
Uwzgldniono tarciow generacj ciepln, zuycie tulei i rozszerzalno 
ciepln walca. Model termosprystego walca opisany został przy wykorzy-
staniu teorii napre cieplnych. Kontakt tulei osadzonej na walec opisano 
przy pomocy modelu tarcia typu Stribecka [45]. W celu otrzymania cinienia 
kontaktowego wchodzcego w model tarcia wykorzystano metod transfor-
macji Laplace’a. 
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